Lehrbuch der 




psychologisc... 
methodik 




Alfred Georg J 
Ludvig Lehmann 



Xtbrari? 

o( tbe 

lllntvcrßtt^ of IWlteconetn 



Lehrbuch der psychologischen Methodik. 



Digitizoci 



Lehrbuch 

der 

psychologischen Methodik. 

Von 

Alfr. Lehmann 

(Kopenhagen). 




Leipzig, 
O. R. R e i s 1 a n d. 
1906. 



y u _ od by Google 



MAY 2 3 1910 

U 



Vorwort. 



Da-s Erscheinpn des vorliegenden Büchleins ist durch die 
beiden folgenden Umstände veranlaßt. 

Erstens besitzen die Studierenden, die sicli an den Arbeiten 
der psychologischen Laboral»»nen beteiligen, gesvuhniicli nur 
elementare mathematische Kenntnisse , und die in den Lehr- 
büchern der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegebene Darstellung 
der Prinzipien der Fehlerausgleichung ist ihnen folglich un- 
sEogfinglich. Idi habe es deshalb y ersucht, diese Prinxipien 
so weit auseinanderzusetzen, wie es ohne Anwendung der 
Infinitesimalrechnung möglich ist, und das Hauptgewicht auf 
die praktische Ausfflbrung der Berechnungen gelegt. Tat- 
Bächhch braucht man ja gar nicht die mathematische Be- 
gründung der Methoden zu kennen, um sie in praxi anwenden 
zu können; eine Darstellung, dio das Wie angibt, ohne durcli 
das sehr weltläufige Warmn g(>trül)t zu werden , wird also 
wohl den m* i-^ten Studierenden nicht unwillkonniien sein. 

Zweitens haben meine Arbeiten auf dem Gebiete der 
messenden Psychologie micli in den letzten Jahren zu der 
Überzeugung geführt, daß man hier bisher bei der Fehler^ 
ausgleichung von einer falschen Voraussetzung ausgegangen 
ist. Bis wird fast immer ohne nfthere Untersuchmig an> 
genommen , daft anfter den konstanten Fehlem nur zufällige 
Fehler, das Gauüsehe Gesetz befolgend, vorkonmien. Aller 
Wahrscheinlichkeit nach haben vra aber bei denpsychologisi hen 
Messungen wegen variabler Fehler in den allermeisten Fällen 
mit unsymmetrischen Fehlerstreuungen zu tun. Eine Dar- 
stellung des praktischen Verfahrens, wie man in .solchen 
Fällen mittels der Interpolaticmsrechnung das Dichtigkeiis- 
mittel . den wnbrsclK'inlichen Wert der gemessenen GrOüe, 
berccluieii kann, iindet man meines Wissens in keinem Lehi'- 
buche, und meine Arbeit wird wohl daher auch vielen Psycho- 
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logen nützlich sein k/\nnen. Die vielspitipp Anwendung der 
Interpolationsrecimung hat ül)ngens zu einer eingehenderen 
Darlegung geführt , als sie in den meisten Lehrbüchern zu 
finden \M. 

^Vanml ich nach nicht auf eine Behaiidlung der psycho- 
physi^ichen Methodik beschränkt, sondern eine volktändige 
psychologische Methodik darzustellen vetsucht habe, wird so- 
fort aus dem Buche hervorgehen. Selbstverstftndlich wird ein 
solcher erster Versuch nicht ohne Mängel sein ; einige Methoden 
sind walu\scheinlich zu breit, andere zu kurz behandelt, andere 
wiedennn, die nu^thodologisch noch nirht j^enügend durch- 
gearbeitet sind, fehlen vollstÄndig. Anß« rdem können gewiß 
mit Recht Einwände pegen die systematische Ordnung der 
verschiedenen Methoden erhol »cn werden; <li<' Zeitmessung 
z. B. kann ehensowohl eine Methode der Ui*teilsiindung, als 
eine Ausdrueksniethode genrinnt werden. Hoffentlich wird 
aber durch solche Umstände ilie Ajiwendbarkeit des Buches 
nui* wenig beeinträchtigt. 

Herrn Mag. sdent. B. H. Pedersen sage ich hier meinen 
Dank fOr zahlreiche praktische Anweisungen und für die aorg- 
filltige und mfihevolle Prfifnng der aufgestellten Formeln. 

Kopenhagen) im Juli lUOö. 

AiSt. JMiehmanxi. 
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Einleitung. 



1. Die Aufgaben der ji^iicholoyischm ßffthodik. In der 
Psychologie bieten sich uns zalilreiche Probleme dar, deren 
Lösung quantitative Bestiuuiiungcn erfordert. Es ist die Auf- 
Ipabe der psychologischen Methodik , anzugeben, wie solche 
Messungen anzustellen und wie die sich daran schliefienden 
Berechnungen durchzuführen sind. In den früheren, nicht 
eben zahlreichen Darstellungen dieses Gegenstandes^) ist die 
Aufgalx' indessen viel enger gefaßt, indem man sich auf die 
Behandlung der psychophysischen Methodik, d. h. der Methodik 
der Empfinthiu^sniessTin^' . beschränkt hat. Ks werden dann 
im ganzen nur vier Auff;:iln'n hdiaiuleit , mimiich die Be- 
stimmung der absoluten und die der L nterschieds-Schwellen, 
die Bestiuunung äquivalenter Reize und diejenige gleich er- 
scheinender Keizunterschiede. Man wird wohl aber kaum 
einen triftigen Grund füi- eine solche Beschränkung des 
Umfanges der Methodik angeben können. Die Mefibarkeit der 
psychischen Erscheinungen hat sich ja in der neuesten Zeit 
auf vielen anderen Gebieten bestätigt, und die hier in An- 
Wendung kommenden Methoden sind zwar denjenigen der 
Fsychophysik ähnlich , weichen andei-seits aber in so vielen 
Beziehungen von denselben ab, daü sie eine selbständige 
BclKUidhiiiLr erfordern. Es wird wohl genügen, auf die so 
<'ifri<j: lictriclx'ucn Assozialii>n.sunter.suchungen hinzuweisen, um 
die Erweiterung^ der Metlnxlik über die Probleme der I'sycho- 
physik hinaus zu rechtfertigen. Betrachten wir das beispiels- 
weise erwähnte L ntersuchungsgebiet etwas iiälier, so ist leicht 

•) rt'clincr, EleiiuMito der INyohophysik. Loipzi.: 1860. Wuntlt, 
Pliysiologische PnyelH»logic, 5. Aufl. Leipzig 1902. Ebb ingli ii u», Grund- 
züge der Psychologie, Bd. 1, Leipzig 1902. Müller, Gesicbt»puuktc und 
Talsaehen der psyehoplijaischen Methodik, WieHbaden 1804. Titehener, 
Experimental Psychology, Vol. II. V. II, London 1905. Lipp», Di« 
peyehispheu Mafsmethoden, Braunschweig 1906. 

LtihmuDD, Lt*hibu<-ti der pgychologbclien Methodik. 1 
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ersichtlich, daß die sich hier darbietenden Probleme von 
genau derselben Art wie die der Empfindungsmessung sind. 
Wenn man z. B. die Anzahl Lesungen sucht, die eben nötig 
, sind, damit eine Silbenreihe gegebener Länge fehlerfrei 
reproduziert werden kann, so wird es also die Aufgabe, 
einen meßbaren AuAeren Umstand — die Anzahl der ^Vieder• 
h<^lungen — so zu variieren, daß ein hestinimter psychischer 
Zustcniid ~ die Mrifjliclikoit des fehlrrfroirn Hrrsagens -- 
herbeigefülirt wird. Solclic Mossunpii sind, wie Messungen 
überhaupt, mit gewi.ssen Fehlem liehaftet, und es wird folg- 
lich eine Aufgabe der psychologisc lu n Methodik, anzugelien. 
wie die Messungen uiid die Bereclinuiigen durchgeführt werden 
müssen, damit ein möglichst fehlerfieies Resultat erzielt werden 
kann. 

Die ])sychologisehen Probleme, die hier als Beispiele er- 
wähnt wurden, brauchen indes nicht speziell, jedes für sich, 

von der Methodik lidüindelt zu werden. Es muß mOglich 
sein, die psychologische Methodik so allgemein zu fassen, daß 
sie die Behandlung nicht nui- der liisher vorliegenden, sondern 
auch aller künftigen psychologischen Messungen, wenigstens 
den llanpt/.üiLren nach, angeben knnn. Dies wird erreicht, 
wenn wir die v.w heliandelnden i'rohlcmc nach hotiumilen 
Prinzipien ordnen, su daü wir sirlicr >eiii können, die Haupt- 
gruppen möglicher Probleme beriicksicJitigt zu haben. Wenn 
wir hierauf abzielen, kömien wh- es als die beiden Haupt- 
aufgaben der Methodik bezeichnen, die Malsmethoden zu be- 
schreiben und die sich daran schließenden Berechnungen dar- 
zustellen. Betrachten wir jeden dieser Punkte etwas n&her, 
und fangen wir mit dem ersteren an. 

a) Die Maßniethoden. Eine psychologische Messung wird 
unter zwei vers( liiedenen Bedingungen möghch. Entweder 
kann ein psychischer Zustand P von einem quantitativ al>- 
stufbaren äußeren Unistande /»' alihrtnirig sein, und zwar auf 
solche "Weise, daß J* sich inten.siv 'xler extensiv verändeit, 
weini Ii vers( hiedeijr W erte anniimnt ; 7'* ist dann folglich m 
quantitativer Bezieinuig eine mathcmati.sch forniulierbare 
Funktion q von J{, P = (p {Ii). Oder aber der psychische Zu- 
stand P beeinfluAt eine äußere meßbare GrOAe B auf solche 
Weise, daß B verschiedene Werte durchläuft, wenn Psich in 
gegebener Richtung, intensiv oder extensiv, verändert; B ist 
dann in dieser Beziehung eine Funktion O des P. B -^0 (P). 
Der Zweck der Messung wird es in beiden Fällen, zwei 
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eiiuuider entsprechende Keilien der P- Werte (Pj. Pj, P3 usw.) 
uiul (Ut i?- Werte (i^,, 7^.,, usw.) l>ezw. i^- Werte Ji,) 
zu bestimmen. Und die darauf folgenden Herechnungen be- 
zwecken, erstens die möglichst fehlerfreien Resultate aus den 
Messungen nhznleiten, und zweitens womöglich die Art der 
Funktionen (p und (t> ausfindig zu machen. 

Die Messung dei- einander entsprechenden P-Werte und 
Werte kann auf zweierlei Weise statttinden. Entweder wird 
der Reiz Turiiert, indem man denjenigen Wert des J2 sucht, der 
eine bestimmte GrOfie des P henrorbriugt ; dies ist die so- 
genannte ^Methode der Reizfindmig''. Oder aber man bestimmt 
diejenigen Werte des P, welche einer gegebenen Reihe der 
/i- Werte entsprechen; dies ist die „Methode der Urteils- 
findung". Unter diesen beid^ Methoden wird die erstere in 
der weitaus größeren Anzahl von Fällen Anw^endung finden 
können . weil wir fast immer imstcinde sind . die äuüeren 
physLseheii Umstand«' Iteliebig zu verändern und /n inessiii, 
und folglich genau denjenigen W<>i-t des R bestinnnen kOnnuür 
der einem gegebenen, auf irgendeine Weise h.x,ierten psychi- 
schen Zustande entspricht. Dagegen haben wir nur für die 
Extoisitftt, nicht aber fOr die Intensitilt eines psychische 
Zustandes ein Maft, das uns anzugeben gestattet, wie viele 
Male ein Zustand in einem anderen enthalten ist. Der 
psychische Zustand, der einem gegebenen physischen Reize 
entspricht, liUit sich daher mir durch eine Vergleichung mit 
einem konstanten Znstande bestimmen, und das Resultat des 
Vergleiches kann nur durch die Urteile: ..größer, gleich, 
kleiner" angegeben werden. Die Methode der Urteilsfindung 
kann also direkt imr dann zur Anwendung konunen, wenn es 
sich um eine Vergleichung zweier Zustände handelt, und sie 
ist daher fa.st nur bei der Empfindiuigsmessung verwondhar; 
eine geschickte Abänderung hat ilir Gebiet jedoch etwas er- 
weitert (vgl. Kap. 24 u. 25). 

Selbstversttodlich erfordern die nach den beiden er- 
wähnten Methoden unmittelbar gewonnenen Versuchsdaten 
eine ganz verschiedene mathematische Bearbeitung, um die 
gesuchten GrOAen zu liefern. Auf diesen Unterschied hat 
man bisher so großes Gewicht gelegt, daß fast das ganze 
Interesse der Forscher davon n^^ irbiert wurde. Der Gegen- 
satz der beiden Mothnden hat denn auch zrt vielen Kontro- 
versen Anhiü gegcl)en : so streitet man sich Tioch darüber, 
ob sie z. B. bei der Bestimmung der Untersehiedsschwellen zu 
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deii^tlben Resultaten filhren konnten'). Daü eine solche 
Frage erhoben und nicht sofort mittels der experimentellen 
Krgoljnisse erledigt werden konnte, ist wiederum eine Folge 
davon, diUI die Unterschiede der Methoden flberachfttzt und viel 
wesentlichere Verhältnisse, die die Resultate beeinflußten, 
aufler acht gelassen wurden. Im folgenden sollen die beiden 
Methoden und die die Resultate ))eeinflussenden Verhältnisse 
je an ihrem Orte eingehend belKuidcli werden, woraus hervor- 
gehen wird, dafl die in Iteirotl der Beziehung der Methoden 
erhobenen Streit fracen sehr leicht zu lösen sind, wenn die 
i)C'iden ^lothodrn nur sowohl technisch als mathematisch 
korrekt gelianilhal)t werden. 

Im letzteren der oben erwähnten llauptfälle wirkr der 
psyclii.sche Zastand P auf eine iinliere meübare Gröüe J> ein, 
was auch so bezeichnet werden kann, daß P sich einen äußeren 
Ausdruck gibt; die verschiedenen hierher gehörenden Methoden 
können daher die Ausdrucksmethoden genannt werden. Zur 
quantitativen Bestimmung der psychischen Vorgänge haben 
bisher nur zwei verschiedene Formen der Ausdrucksmethode 
Anwendung gefunden. Die ältere dieser Formen bezweckt nm', 
die Zeitdauer der psychischen Vorgänge zu messen, was da« 
durch möglich wird, daß die Versuchsperson nach Ablauf eines 
gegebenen Vnrgantres wül kürlich ein Signal ?ibr. Ks läßt 
sich somit tViv Zeit messen, die vom AnfniijLr einer Heizinig 
bis zum stattfindenden Sitrnalisieren seitens der Versuchsperson 
verÜo.s.sen i.st, und die jedenfalls als ein M:iü der Komplikation 
des abgelaufenen Prozesses betrachtet werden kaim. Die 
zweite Form der Ausdrucksmethode bezweckt eine Messung 
der einer gegebenen psychischen Tätigkeit äquivalenten Arbeit. 
Sie fufit auf der zuerst von Loeb und F6r^ nachgewiesenen, 
später von R. Vogt, Lehmann und Heymans auf verschiedenen 
Gebieten untersuchten Tatsache, daflzwei gleichzeitige zentrale 
Vorgänge sich gegenseitig henmien. und zwar im Verhältnis 
zu ihren relativen Intensitäten. Wird also irgendeine leichte, 
weniir intensive psychische Tätigkeit sn ausgeführt . daß sie 
.sich einen äußeren. nießl>aren Aufdruck ^'iltt . so wird eine 
zweite, hinzutretende Arlieit eine in<>rkbare Hend»selziHig der 
ersten Leistung verursaclien. Die relative Größe dieser Ver- 



^) Mose Ii, Über ileu Zuasiuuneuhaug z\^-i8clu'n der Metbode der 
MiniiiMilinderuDgeii und der Methode der richtigen und falschen Fälle. 
Phil. Studien. Bd. 20. 
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iitinrlpninjr ist dann ein Mali der hennnenilen Arbeit. Ks 
wt'Kicn im IVtlp-endon diese beiden Maßniethodcn als typische 
Fonneii (Irr Aiis(lin( k..sniethodc behandelt: ob kiinftitr andere 
Methoden tlieser Art gefunden werden können , mag dalün- 
gestellt bleiben. 

b) Die verschiedenen Arten der Fehler. Als die zweite 
Hauptaufgabe der Methodik wurde oben die mathematische 
Bearbeitnng der durch die Messung gefundenen Zahlen be- 
zeichnet. Zu einer rationellen Einteilung dieses Abschnittes 
gelangen wir durch folgende Betrachtung. Jede Messung ist 
unvermeidlich mit Fehlem behaftet. Ks ist die Auf^abo so- 
wohl der Versuchsnnnrdnnng als der rechnerischen J^eliandlnng 
der gewonnenen Zahlen , diese Fehler zu eliminieren . um die 
mijglichst richtigen Kesultate zu er/:ielen. Wie <Uese Elimi- 
nation der Fehler erreicht werden kann . ist in erster Linie 
von der Natur der Fehler abhängig. Folglich muß eine 
rationelle Darstellung sich nach diesem Verhältnisse richten, 
und wir fangen daher mit einer Untersuchung der verschiedenen 
Arten der Fehler an. 

Ein psychischer Zustand P ist nie durch einen einzelnen 
äufieren Umstand R bestimmt; die GrOfie des P ist stets nicht 
nur von zahlreichen physischen Faktoren , sondern auch von 
verschiedenen psychophysiologi.schen Bedingungen abhängig- 
We!>n wir also z. B. behufs einer Messnnu zwei ]>sy< hische 
Zustande 7^ und P' vergleichen, so verlairm uns nichts, tlalj 
(he ent.sprechenden Reize, Ä.und B' unter den nändichen Um- 
stünden einwirken. Sind sie gleichzeitig gegeben, so nu'issen 
sie auf verschiedene Stellen eines Sinnesorganes wirken, und 
es ist jedenfalls nicht aufgeschlossen, da^ schon duich diesen 
Unterschied der Baumlage ein Unterschied der resultierenden 
psychischen Zustände bewirkt wird. Man wird in solchem Falle 
also nicht M ^ ^ finden können, wenn P s P; und wenn 
die l^eiden Reize während der ganzen Messung dieselbe Raum* 
läge behalten, wird R mit einem von eben dieser Raumlage 
abhängigen konstanten Fehler behaftet sein. Nun gibt es 
außer der RnTuidage noch zahlreiche andere Faktoren, die 
konstante Fehler \ crursachen können; einiire dieser Fehler 
sind eliniinierbar, andere dagetren nicht^ und es wird fol^dich 
eine wesentliche Aufsrabe der Methodik, anzugeben, wie die 
konstanten Felder zu behandeln sind. 

Während einige F^ehleriu-sachen , wie eben hervor- 
gehoben, konstant oder fast konstant bleiben können, gibt es 
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viele ander«', die unnnfhArlich schwanken. Es ist zwar nicht 
sehr wahrste heiiiiich , daü jede einzehie rrsarhc für sich \h'- 
trachtet rei^ellose lntensität«verändeiiiii^(>ii dMihictcn wünlc: 
dem Anschein nach wird dies aber dünn stattfinden, vvenn 
zahlreiche, größtentelLs unbekannt« Faktoren, die das Resultat 
der Messung ebenso leicht zu yergrößem wie zu veniuiideru 
vermögen, in allen möglichen Kombinationen vorkommen 
können. Die hieraus resultierenden Fehler wechseln ganz 
regellos und werden daher als zufällige Fehler bezeichnet. 
Die Ursachen solcher zuCftlligen Fehler sind sehr verschieden ; 
zum Teil rühren sie \on der Unvollkoimnenheit der Li- 
strument« her. Diese Fehlerursachm . dir I rj den exakten 
physikalischen Messungen die Hauptrolle spielen, sind indes 
bei den [)sychologiscJi( ii ^fessungen von weni^rerrin Belang, 
weil sie im Vergleich nin in von den Variatinin n dei Auf- 
Uierksamkeit, der DisposjtKtn. der Stellung usw. henülirenden 
Fehlern verschwindend klein sind. Übrigens braucht mau die 
Ursache dieser Felder gar nicht zu kennen, um sie elimi- 
nieren zu können. In einer sehi- großen Anzahl Messungen 
wird nftmlich die relative Häufigkeit eines bestimmten Fehlers 
eine bekannte Funktion seiner Größe sein, und dieser Um- 
stand ennöglicht sowohl die Eliminalion der Fehler als auch 
die Prüfung der Voraussetzung, daß die Fehler wirklich als 
zufällige Fehler betrachtet werden dürfen. Diese verschiedenen, 
die zufälligen Fehler betreffenden Fragen werden wir in einem 
besonderen Abschnitt behandeln. 

Häufig winl es vorkommen kennen, daö eine bestimmte 
Felllerursache wäiireiul dei- iiieliniials wiederholten Messiiiii: 
nicht völlijr konstant bleibt, sondern gesetzniäüigen Schwan- 
kungen unterliegt. Die hieraus resultierenden Fcliler .sind 
selbstverständlich weder konstant, noch fügen sie sich dem 
Gesetze der zufälligen Fehler; sie liilden eben eine besondere 
Gruppe von Fehlem, die wir, der Kürze wegen, als variable 
Fehler bezeichnen können. Solche Fehler kommen wahr- 
scheinlich bei fast allen psychologischen Messungen vor, und 
sie sind denn auch wohlbekannt. Man hat ihnen aber bisher 
nur wenig Beachtung geschenkt ; indem man sie als „unaus- 
geglichene zufällige Fehler" bezeichnet, behandelt man ge- 
wöhnlich die Zahlen — trotz des Vorkommens dieser Fehler — 
nach den für die rein zufälligen Fehler geltenden Gesetzen. 
Daß die Resultate unter (li< sen Umstiinden oft entsi hitidc n 
falsch, jedenfalls immer unzuverlässig werden, leuchtet ein; 



Digitized by Google 



— 7 - 



die variablen Fehler erfordern notwendigerweise eine be» 
sondere Behandlung, indem das in jedem g^^benen Falle 
geltende Verteüungsgesetz der Fehler erst bestimmt werden 
mti6, ehe eine Eliininatioii muglich wird. Die hierlier ge- 
hörenden Fragen sollen in einem dritten Abschnitt behandelt 
werden. 

Es erübrigt nur noch das Problem, wie aus den g-e- 
woniK'iKMi Messungsresultaten die fiuiktionelle Beziehung 
zwischen dem psychiwhen Zustande und dorn erre^n iuhn 
Reize, bezw. dem iiuüeren Ausdruck des Zustandt-s. nhgeleitet 
wertien kann. Dies geschieht zwar ausschlieiilich durch 
mathematische Operationen, die nichts der psychologischen 
Methodik Besonderes oder Eigentämliches darbieten; eine 
kurze Darstellung der am häufigsten vorkommenden Fälle 
wird jedoch hier am Platze sein. 

In der folgenden Darstellung werden wir die verschiedenen 
angegebenen PinldcnK' der Metliodik aus praktischen Rück- 
sichten nicht in der hier erwähnten Ordnung behandebi. Eine 
bessere t'hersicht wird erreicht . wenn wir im ei*sten Haupt- 
abschnitt die mathematischen rrinzipien der Fehlcransglrichung 
und der FuuktinnsbestiinninnLr (Inrlejt^cn. um dann im zweiten 
Hauptab.-^chniU die MaümeÜutdun zu erörtera. ])urrh diese 
Ordnung wird es ermöglicht, dati im zweiten Abschnitt die 
mathematische Behandlmig verschiedener spezieller Probleme 
beispielsweise vollständig durchgeführt werden kann, wodurch 
die Anwendung der mathematischen Pi^inzipien jedenfalls den 
Kichtmathematikeni verständlicher wird. 

I. 

Die Fehler und ihre Elimination. 
A. Konstante Fehler. 

2. Dte Urmcheii thr InuManten Fehler, Es wurde schon 
()l)en liervorgehoben, daü die meübare Größe (Intensität oder 
Kapazität ) eines psychisclieu Zustandes immer von mchieren 
gleichzeitigen Faktoren abhängig sein wird. Jeder solche 
konstante Faktor, der den Zustand beeinflußt, kann unter 
Umständen zu emem konstanten Messungsfehler Anlafi geben. 
Ein Bebpiel wird die Sache am besten erleuchten. Nehmen 
wir an, daä die GrOAe der Mflller-Lyerschen Täuschung ge- 
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messen werden soll. T)io oino HJilfte der Figur hat die 
konstante T.änpc n um] ist in der Stellung' a (Fig. 1) angebracht; 
die andere Häiltt^ hat die vpränderhelic J.äncf^ i\ (ho so variiert 
\\Trd, daß v gleich )k ersclieim. nhjf'kti\ ireniessen. können die 
beiden Größen dann recht ver.Hcliieden sein : vviilirend n — lOUnnn 
ist, findet man z. B. für v den Wert Va = 121,4 iinu. Wir 
dürfen nun aber nicht behaupten, daß dieser Unterschied aus- 
schliefilich durch die Form der Figuren bedingt sei; weil die 
obere Hälfte einer Figur gewöhnlich grO&er als die untere 
Hfilfte geachfttEt wird, kann die Raumlage der Figuren dazu 
beigetragen haben, den gefundenen Unterschied hervorzubringen. 
Um dies näher zu untersuchen, vertauschen wir die Stellung d<'r 
Figuren, so daß n jetzt in die Lage h gebracht wird, imd wir 
finden dann für v den Wert Vh = 120,0. Die räundiclie An- 
ordnung der Figuren hat also tatsächlich das Resultat be- 
einflußt und einen Fehler der Messtni^^ lierbeigeführt. Wir 
können aber die Größe dieses Fehlers nicht beurteilen . weil 



läßt sich der Einfluß der Form auf die Schätzung iiiclit nies>en, 
weil die räumliche Anordnung der Figuren als Fehlerquelle 
auftritt; anderseits können wir nicht die Bedeutung der räum- 
lichen Anordnung bestimmen, weil schon die verschiedene 
Form der Figuren einen Unterschied der als gleich geschätzten 
Größen herbeiführt. 

Aus diesem Zirkel heraus führt nur ein einziger Weg. 
l)a die beiden Größen, die vei-glichen werden sollen, not- 
gedrungen räumlich irgendwie nebeneinander gelagert werden 
müssen, können wir damit anfangen , den Einfluß der räum- 
lichen Anordnung /u bestimmen, indem die beiden zu ver- 
gleichenden Größen in jeder anderen Be/K lunit; einander 
gleich gemacht werden. Wir ersetzen also die Müller-Lyerscheri 
Figuren durch einfache gerade Linien, die in die oben- 






die in den beiden IJaundagen 
gefundenen Werte v mit einem 
von der verschiedenen Form 
der Figuren herrOhrenden, weit 
größeren Fehler behaftet sind. 
Aus diesem Beispiel lernen wir 
also, daß zwei (oder mehrere) 
Umstände, die gleichzeitig einen 
psychischen Zustand bedingen, 
als gegenseitige Fehlerquellen 
der Messung wirken. Einei seit.s 
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erwähnten Lageu a und h gebracht wt^rdcn. Finden wir jetzt 
z= n -\- q und Vi. — « — q, so ist ersit hllu h, ilaü die Lange n 
in der ersten Lage um ebenso viel überschätzt als in. der 
zweiten Lage imterscliäM worden und die arithmetische 

Mitte =n ergibt dann eben die geschätzte Länge. 

Wenn wir uns auf diese Weise vergewissert haben , daß die 
Raumlage einen konstanten FeUer herbeiführt^ kann die Größe 
der Täuschung^ d. h. der von der Form der Figuren abhängige 
scheinbare Lftngenuntersehied, leicht berechnet werden. £s sei 
diese Größe Je. In der Lage a haben wir dann if n -I- + 9 
und in der Lage 6 : = « + jfe — Hieraus folgt: 

n + jfe = + »t), also = j {t\, -h ffc ) — « . . (Gleich. 1 ). 

Die hier beispielsweise duichgefüiate IJetnuliiuug lüüt 
sich, wie leicht ersichtlich, auf alle ähnlichen Fälle übertragen- 
Wenn ein p.s}'chi8cher Zustand von zwei oder mehreren 
Faktoren abhängig ist, kapn der Änteü des einzelnen Faktors 
an der gemessenen GrOfie nicht berechnet werden. Man muA 
daher den Einfluß jedes einzelnen Faktors spe/.iell bestimmen, 
wns dadurch geschieht, daß die zu vergleichenden Größen in 
allen Beziehungen genau gleich gemacht werden außer in der- 
jenigen, deren Einfluß bestimmt werden soll. Hat man sich 
auf diese Weise dii\ <w> mIh r/ni^t. daß ein gegebener rmstnnd 
einen l<(ni<r,-»ntfn M('N-unL;--!<'lil('r lierbeifOlirt , so kaini dieser 
Fehler eliiinniert werden, wenn die Verliiiltnisse — wie i. B. 
die Raimdagen — umkehrbar sind. Wenn in einem Falle die 
variable Größe mit dem positiven Fehler + q, in dem um- 
gekehrten FaUe mit dem negativen Fehler — q behaftet ist, 
so lassen diese Fehler sich nach Gleich, l eliminieren. Sind 
die Verhältnisse entweder nicht umkehrbar, oder hat ein 
Fehler in den verschiedenen Lagen nicht diesell)c Größe, so 
bleibt nichts anderes übrig, als die Größe dieses Fehlers be- 
sonders zu bestimmen und in Abzug zu bringen* Haben wir 
im obigen Beispiel v„ =n ~>r + 7, und ist q hier ans anderen 
Messungen Itekannt. so kann /. berechnet werden. Dieser 
Punkt wiril iihrijt;eris im Kap, 4 näher erörtert. 

Während man fast innner durch eine zweckmäßige Ver- 
suchsanordnung erreichen kann, daii ni einer Keihe von 
Messungen nur der Faktor variiert wird, dessen Einfluß 
untersucht w^en soll, gibt es gewisse Faktoren, die sich 
unvermeidlich in jede Messung hineinmischen und die 



Digitized by Google 



— 10 — 



Resultate trüben. Diese Faktoren sind eben die räumlichen 
und zeitlichen Bezieliungen der Heize. Zwei Reize derselljen 
ModalitÄt können gleichzeitig gegel>en sein, müssen dann aber 
riiumlich nebeneinnn<lor . also auf vcrschiedpno Stellen des 
Simu'snrt^anes einwirken. Odor mich köniicü 'tir h'oize die- 
sell>r Stcllo eines Sinn('sni-i:;nH's treffen; sie. miisst'U dann 
alx r naclu inaiuier einwirken, um überhaupt vei*gliehrn werden 
zu können. Im ei-steren Falle wird also die Kaumla^'e, im 
zweiten die Zeitlage einen konätanten Fehler herbeiführen 
können, und mit dem Vorkommen wenigstens eines solchen 
Fehlers ist bei jeder Messung zu rechnen. Eine aUgemeine 
Darstellung, wie diese Fehler zu behandeln sind, wird deshalb 
hier am Orte sein. Da einige derselben eliminierbar, andere 
dagegen nicht eliminierbar sind, können wir der leichteren 
Übersicht wegen jede dieser Gruppen gesondert besprechen. 

H. FJiniinUrhare Fehler. r Fehler, der dureli die ver- 
.schiedene Hauudage zweier zu vergleichenden Hoi/j- entsteht, 
nennen wir kurz dm iiauinf etiler. Damit ein l{auin{ehl«M' 
entsteht, ist es übrigens nicht (iuicliau.s notwendiir. dal.i die 
lieize auf verschiedene Stellen i'iiies Sinnesorganes ein- 
wirken. Es kann auch vorkommen, daß die Heize zwar auf 
dieselben Orte einwirken, daß das Sinnesorgan aber den beiden 
Reizen gegenüber eine verschiedene Stellung einnimmt. Dies 
wird z. B. bei einhändigen Gewichtshebungen der Fall sein, 
wenn die Gewichte nebeneinander stehen und der Arm folg* 
lieh seine Stellung verändern muß, um tlie l)eiden Gewichte 
nacheinander zu heben. Die dadurch bewirkte veränderte 
Lage und S|)annung dt r Muskeln beeinflußt erfahiningsmäßig 
die Vergleichung der Gewichte, und es entsteht folglich ein 
Kaumfehler. 

Die Hauinlage zweier Reize ist immer umkehrbar; wir 
können stets die links und rechts, oben und unten wirkenden 
Reize beliebig vertauschen. Wenn in jeder Hauudage die 
nötigen Messungen au.sgeffihrt sind, können also eventneUe 
Raumfehler nach Gleich. 1 eliminiert werden, insofern wir 
sicher sein können, daß der Baumfehler konstant war, d. h. in 
den beiden Raumlagen dieselbe numerische GrOfie mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen hatte. Sind die beiden zu ver- 
gleichenden Heize, n und r, nur wenig verschieden, so läßt sich 
überhaupt kein Giimd anführen, weshalb v. nach Umkehnmg 
der Raundage, nicht gennn so wie früher n von der Raundage 
beeinflußt werden sollte. In diesem Falle dürfen wir also 
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unzweifelhaft nach Gleich. 1 verfahren. Sind r und « dagegen 
selir V( i*schicden (es sei z. B. t\>w). so ist allerdings die 
Möglich kcit nicht ansfreschlossen. daß das» grAßere f, wenn es 
auf dieselbe Stelle wie fi ülior n einwirkt, von der Lage andeiN 
beeinflußt wird, oder mit anderen Worten: der Kauni- 
fehler bleibt nicht konstant. In diesem Falle whd man also 
haben: 

i'a =^n -\- Je -i- (Ja und vt, =n -\- h — ^t. Der mittlere Wert: 

j ( '„ + n) — n + A- -f 1 {q„ —qi.) (Gleich. 2) 

ist folglich nicht von dem Raumfehler befreit. Es handelt 
sich nun darum, ob die Größte | {(ja —(jb) so klein ist^ daft sie 
vernachlässigt werden darf. Wenn — s^^g« + 9* nur klein 
istf muß \{g9 — qu) selbstverständlich noch viel kleiner 
sein; im ungGnstigsten Falle, wenn = 0 oder q,. = (i, >vird 
\{qn — = ± i (>/.r + ffO? ""^^ folglich kann der nicht elimi* 
nierte Raumfehler der Gleich. 2 nur so groß werden. Wenn diese 
Größe kleiner als der wahrscheinliche Fehler der Messung ist^ 
darf man sie vomrirldässigen. 

Es erweist sicli (Mtaliruugsmtifsig fast iniinpr. iImTb dio Gröfse 
Öl + Sft = •'a — '-6 so klein wird , dafs sie unbedenklich veruacL- 
iKsBtgt werden darf. In dem obigen Beispiel von der Messung der 
MuUer-Lyer'sclieu Täuschung war n—~ 100, und wir fanden ~ 121,4, 
V2o"',0; es ist somit \ (v„-\-r, ) - 120.7. und r, — n--1.4. 
\\ ir<l der nicht - elimiutorte Kost cies Kaunifeiders im uugünstigsteu 
i'alle — 0,7. Da dieser Fehler nur 0,58 " o der gemessenen Grtffse 
beträgt und aufserdem weit geringer als der walirsclieiulidie Fehler 
tler Messung ist (worüber weiter unten iin Kaj». 18). kann der Raum- 
fehler als vollstÄndijr climinirrt nnpresehen werden. Dafs dies in dem 
vorliegeudeu Falle tatsüchlit Ii berechtigt ist, wird durch die Messungen 
der beiden anderen jRanmlagen bestätigt. Es wurde nttmlich v« » 1 20,3 
und v,i — 120,8 (vgl. Fig. 1") gefunden. Wahrend «'n^fft, ist also 
Vr <C ''d gefunden, so dafs der Kaumfoliler in diesen Lagen von ander- 
artigen Felilervorgäugen vollständig ül>erwogeii wird. Da Übrigens 
<(V + r^i)» 120,55, also fast genau gleich + v^)= 120,7. 
ann der mittlere Wert slmtlicher vier GrOfsen als der rechte an- 
gesehen werden. 

Die Felder, die durch die Zeitlagen pregehener Reize ver- 
ursacht werden, können wir. dem Hniiiiifchlpr nnalntr. nis 
Zeitfehler bezeichnen. piht (Iri-cn mehicn' Arten. Erstens 
z(Mjxt es sich, daÜ die Vorgänge, die von gleichzeitigen oder 
kurz nacluMiiaiKler folgenden Reizen erregt werden, sich auf 
verschiedene Weise gegenseitig beeinflussen: die liierdurch 
entsfeehenden Zeitlehler lassen sich nicht etiminieren und 
sollen im folg^den Kapitel kurz besprochen werden. Zweitens 

• 
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wissen wir, dafi jede Iftnger dauernde psychische Arbeit irgend- 
welcher Art schließlich eine merkbare Ermüdung verursacht, 
durch welche die Arbeit gewöhnlich vermindert, jedenfalls 
beeinflußt wird. Diese durch die Emifidung bewirkte Ver- 
änderung der psychiselion Tätigkeit kaiin nis ein Zeitfehler 
betrachtet wenleii, wpil sie von der Aufeinanderfolge der 
Rei/Aingen herrührt. Dieser Zeitfehler, mit welchem liei allen 
psyrlinloiiischon Mes^un^ren irerechnrt werden muß, kann /war 
nicht vollständig eliminiert, jedoch unschädlich tremacht werden, 
wie gleich im ff^dü:( nden nachgewiesen weide n soll. Dritt» ns 
wissen wir. daü tlie häufige Wiederholung irgendwcUher 
p."*ychischen Tätigkeit ebenfalls die Leistungen beeuifluüt; 
diese Wirkung der Übung ist gewöhnlieh derjenigen der Er- 
müdung entgegengesetzt. Da alle psychologischen Messungen 
häufig wiederholt weMen mISssen, um die Elimination der 
zahlreichen zufälligen Fehler zu ermöglichen, wird also hier- 
durch eine stetig«' Veränderung der Leist nnicen verursacht 
oder mit anderen Worten ein Zeitfehler eingeführt, der un- 
srhädlich gemacht werden muü. Im folgenden wird die Wir- 
kung der rianig gleich nach dei;jenigen der Ermüdung be- 
handelt werden. 

Die Ermüdung. Die Wiiknng der Ermüdung auf eine 
psychische Tätigkeit kann je nach tler Art dei.sellten ver- 
schieden werden. Wir brauchen indes nicht die besondere 
Wirkung in jedem gegebenen Falle zu kennen, wenn wir nur 
davon ausgehen können, daft die Wirkung eine gleichmäßig 
fortschreitende ist. Mit vollständiger Sicherheit läßt sich dies 
natürlich keineswegs behaupten, und um den Fehler möglichst 
klein zu machen, sucht man daher durch passend gewälilte 
Ruhepausen einer stärkeren Ermüdung voi-zubeugen. Auf 
diese Weise, durch die Anordnung der Versuche . ninß die 
^Virkt^n^r der Ennüdung grAütenteils elinn'niert werden; eine 
merkbare- P>nnidung darf nie vorkommen. Daß sich dennoch, 
trotz aller Vorsiclif. während der Arbeit eine treriuge Er- 
müdung einstellt, ist wohl unvermeidlich; man sucht ai»er ilen 
EinHuü derselben auf folgende Weise unschädlich zu machen. 
Nehmen wir an, dafi an einem Tage n verschiedene Messungen 
ausgeführt werden sollen. Es handelt sich z. B. darum, die 
Bedeutung des Tempos für das Auswendiglernen festzustellen, 
zu welchem Zwecke an jedem Tage Silbenreihen konstanter 
Länge in it verschiedenen Tempos gelernt \v(>rden. Man geht 
also die verschiedenen Tempos in einer bestimmten Reihen- 
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folge, 1. 2. 3 . . . n. dmrh und liest z. H. omc Silltoiircihe 
in jodeiii 'r('iii|)o. D.-naut werden <1ie TeiujKis iKichinals durch- 
geiimclit , diesmal aber iti der uuigekehrteii Reihenfolge, 
w, (n — 1), ... 3, 2, 1, indem wieder eine Silbeiireihe in jedem 
Tempo gelernt wird. Nehmen wir nmi an, daß die un* 
vermeidliche Ermüdung gleichmfifiig anwächst, und daft die 
Leistung daher bei jeder neuen Lesung um die konstante 
Größe (1 lierabgesetzt ist. War die Leistung V)ei der 1. Lesung o. 
wird sie also bei der 2. Lesung a^rfusf. Die Leistungen bei 
den verschiedenen Tempos gehen aus dem folgenden Schema 
übersichtlich hervor: 

Tempo: 1 2 3 v 

Leistung: a a—ä a — 2rf a-(« — l)rf 

Tempo: n »^1 2 1 

Leistung: (i-it(? o — («+!)«?. ,a — (2m — 2)rf (2n— l)rf 

Berechnet man nun den mittleren Wert der Leistung ffir 
jedes Tempo, so erhält man also für 

2}t 1 

Tempo 1: ^[« + « — {2n — l)d\=^a ^ — d\ 

Tempo 2: \[a — d + fl-~(2«— 2)c?J=<i— — ^ d; usw. 

Die auf diese Weise berechneten Leistungen werden alle gleich- 

2ii 1 

grot», und ihr Wert: a ^ — d ist eben derjenige, den man 

erhalten hätte, wenn sämtliche Lesungen in einem mittleren 
Ennüdungszustand ausgeführt worden w*ären. Die Ermüdung 
ist also tatsächlich nicht eliminiert, sondern nur dadurch un* 
schädlich gemacht worden, daü die verschiedenartigen 
Messmigen auf eine genieinsaino mittlere Ermüdung reduziert 
sind. Dies wird aber mir dann der Fall, wenn </ konstmit ist, 
wofür wii- keine (iarantic haben. l>er Fehler wird aber 
äuiiei'st klein, wenn d selbst eine klenie, gegen u zu vernach- 
lässigende Gröfie ist. 

Die Übung. Eine psychische oder kor])erliche Arbeit 
wird nicht sofort mit der möglichst großen Sicherheit und 
Geschwindigkeit ausgeführt; dies wird erst nach einer kürzer 
oder länger dauernden Einübung en-eiclit. Die Dauer der 
Einübung ist einerseits von der Schwierigkeit der Arbeit, 
anderseits davon abhängig, ob die Vei-suchsperson früher älm- 
liche Arbeiten ausgeführt hat. Wer sich an eine Arbeit, z. B. 
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Eiiiptiiiduiigsniessungcn auf eiiicm Siiinesgcbicte, gewöhnt hat, 
Obt eich rerhältnism&ftig schnell auf Ähnliche Arbeiten — 
Empfindungsmessungen auf anderen Sinnesgebieten — ein. 
Die durch die Übung verursachte Steigerung der Leistungen 
wftchst fast immer anfangs sehr stark , um dann sp&ter einen 
äußerst geringen Zuwachs zu erhalten. Nach welchem Gesetze 
iVw Leistungen in der ersteren Periode, bei der anfänglichen 
starken Steigerung, anwachsen, wissen wir gar nicht ; das wird 
sich wahi"scheinlich je don äußeren und inneren I'iTiständen 
nach verschieden stellen. Im diese uii berechenbaren Ein- 
flüsse der Übung zu veniiei(ien. stellt man gewöhnlich erst 
eine Reihe Vorversuche an, die nicht zu den eigentlichen 
Messungen mitgerechnet werden und eben nur den Zweck 
haben, den Versuchspersonen die nötige Übung zu verschaffen. 
Sobald die Resultate sich nicht wesentlich verändern, können 
die Yorversucbe abgeschlossen werden. Die fernere Wirkung 
der Übung wird dann, detjenigen der Ermüdung analog, un- 
schädlich gemacht, indem man davon ausgeht, daft die 
Leistungen an jedem Arbeitstage durch die Übung lun eine 
konstante Größe D gesteigert wei-den. Die Arbeit wird daher 
nach einem hestimniten Schema geordnet. 

Es sei eine Reihe Messungen ausziifiiliieu, jede Mossmig 
2> mal, was im ganzen 2 « Tage beanspi lu lit. Man führt dann 
die Messungen in einer bestimmten Reihenfolge. 1. 2, -8 . . . w, 
jede Messung aber nur mal aus ; tiiese Arbeit wird also in 
n Tagen oledigt. Darauf werden die Messungen nochmals 
pl2 mal, aber in der umgekehrten Reihenfolge, n, (n — 1) ... 8, 2, 1 
gemachte Es seien die Leistung am ersten Ti^ a und die 
Steigerung derselben durch die Übung an jedem Tage D; die 
Leistungen bei den verschiedenen Messungen werden dann: 

Messung: 1 2 3 n 

Leistung: a a-^B « + 2i) <i + («— 1)D 
Mes^iun«:: t» . . . 3 2 1 

Leistung : u ^ n 1) a + ( Jw— :i) T) n-}-i2n — 1) I) a i2n — DD. 

Berechnen wir den mittleren Wert der Leistungen bei 
den gleichartigen Messungen, so erhalten wir also 

für Messung 1: ^[« + « + (2»— l)i>]==a + ?^iD; 

für Messung 2: ila + i)-|- a + (2n— 2)Dj = a+^^y-^D,U8f. 

Die Verhältnisse werden also hier demjenigen der Ermüdung 
analog, indem die auf die angefahrte Weise berechneten 
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Leistuii^cn nlle gleie hfrroü werden . niiH ihr Wert ist dciii- 
jenigeii gleich, den man erhalten hältr. wriiii sämtliche 
Messungen mit einer mittleren Ühung aiisgef iilii t wären. Der 
EiuHuü der Übung wird also gar nicht eliminiert, sondern nur 
unschädlich gemacht, und in betreff der Richtigkeit des ganzen 
Verfahrens gilt genau dasselbe, was oben von der ErmQdung 
gesagt wurde. 

4. Die flieht elintinierharm Zeitfehler, Wie schon oben 
bemerkt, können sowohl gleichzeitige als sukze^ive zentrale 
Prozesse einander gegenseitig beeinflussen, wodurch Ver- 
ändei-ungen entstehen, die in gegebenen Fällen als „Zeit- 
fehler" der Messungen auftreten. Alle diese Fehler lassen 
sich nichf eliiiiinieren, und sie müssen daher entweder dnreh 
die Versm h-,anordnung vermieden oder in Kec hnmig gezogen 
werden. "Wie dies in den einzelnen Fällen auszuführen ist, 
kann hier nicht eröi-tert werden ; es ist eben die Aufgabe der 
Psychodynamik, die gegenseitigen Henunungen gleichzeitiger und 
Bahnungen aufeinanderfolgender Vorgänge zu untersuchen und 
ihreBedeutung für die verschiedeneR psychischenErscheinungen 
darzulegen. Die Angabe der Methodik kann nur die sein, die 
aUgemeinen Prinzipien der Lösung solcher Probleme an- 
zugeben. 

Zuweilen gelingt es. mittels einer zweckmäßigen Versuehs- 
anordnung die störenden Einflüsse zu lieseitigen; di<"- üilt z. B. 
von der als sinmlkiner Kontrast hervortretenden Hexmnung 
gleichzeitijErer Lichtreize. Wenn zwei Lichlreize auf einem 
lichtlüsen Hintergrund so weit voneinander entfernt sind, daß 
sie außerhalb ilirer gegenseitigen Heiuinungsgebiete liegen, so 
wird kern simultaner Kontrast stattfinden; diese Methode zur 
Beseitigung des Kontrastfehlers wurde von Merkel bei zahl- 
reichen Untersuchungen angewandt^). Sie hat aber den Nach- 
teil, dafi die Vergleichung unsicherer wird, als wenn die zu 
▼eigleichenden Reize unmittelbar aneinander grenzen. Sobald 
dies aber der Fall ist, tritt auch sofort die Kontrastwirkung 
ein ; die hierdurch venirsachte Veränderung der ausgelösten 
periplier'M! Prozesse kann indes unter bestimmten Bedingungen 
berechnei werden. Wenn die l»eiden Felder Tiamlich hin- 
reichend groß sind und das eine nicht das andere uniscldießt, 
so wird der Kontrast uui an der Grenzlinie auftreten, und man 
kann jedes Feld als Hintergrund des anderen Feldes betrachten. 
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WCidt ii die L'iitri suchungen ferner mit dunkelnd iitticrttiin Augo 
unter Ausschluü alles fremden Lichtes ausgetührt , so ist die 
Kontrastwirkung leicht zu berechnen. Sieht man nämlich ein 
Feld von der Intensität F auf einem Hintergründe von der 
Intensität ff, so verhält es sich, als ob es die Intensität 
hätte und auf einem lichtlosen Hinteigrund gesehen würde; fflr 
F, haben wir hier den folgenden Ausdruck*): 

= • ^ + H- (Gleich. 3 a). 

Analog wird ein Feld H, auf einem Hintergrunde /''gesehen, 
sich wie ein Feld i/o auf liclitlosem Hintetgrunde verhalten, 
in dem : 

H^^H ' ^'j^- ßn^^ l (Gleich. 3 b). 

Aus diesen beiden Ausdrücken eigibt sich die einfache 
Folge: | = (^r. 

Wenn man also statt der tatsächlich angewandten In- 
tensitäten F und H iiberall die nach Gleich. 3a und he- 
reclmet«n Werte Fn und 14 eintuhrt. so ist daduirii die 
Wirkung dps Sinntltntikontrastos in Rechnung ge/ogen. F,^ und 
//,, sind nämlich ehen diejeingen lidensitiiten , <iie ohne Kon- 
trast dieselhen Ejujdindimgen erregen wie F und //, wenn sie 
sich geg(Miseitig durch Kontrast beeinthissen. Ks ist übrigens 
aus den (jrleich. 8 a und :U) ersichtlich, daü die Kon-ektion des 
Kontrastes unnötig wird , wenn F und ff einander ungefähr 
gleich sind und in den zu prüfenden Formeln unbekannte 
Konstanten vorkommen. In diesem Falle wird nämlich mit 
großer Annäherung F^^^F und J9ii » | if, wodurch nur die 
Konstanten der Formeln sich verändern. 

Was hier beispielsweise für <len Simultankontrsist, die 
gegenseitigen Hemmungen der Netzhautprozesse, entwickelt 
worden ist, gilt auch A nn den Hemmungen gleichzeitiger zentraler 
X'orgftnge. Es nnisseii in jedem gegebenen Falle diejenigen 
1\« i/grnLien berechnet werden, die dieselben zentralen Vorgänge 
ohne gegenseitige Heninmng erregen würden wie <lie tat^säcii- 
lich vorkoimneiideu KcizgrOüen, wciui sie sich gegenseitig zentral 
heimuen. Die ferneren Berechnungen sind dann mit diesen 
ffhemmungsfreien*' Reizgrößen durchzuführen, indem man sie 
statt der wirklichen Reizgröften in die Formeln einsetzt, genau 
so, wie man den Simultankontrast durch Einführung des F^ und 

') Lelimauu, Eifineate lior FsvclitjJ^'uamik, 8. 221, 
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statt F und H berücksichtigt. Die Bestimmung der 
.hcnmiiingsfreicn" R'^ i/.größen der zentralen Vorgänge wird aber 
oft sehr schwifiig luid nur mit Annäherung möglich; in betreff 
dos näheren muß auf die speziellen paychodynamischen ünter- 
suchuiigeii verwiesen werden'). 

Geht ein küiistanterHüiz r einem variablen Reize t\ voraus, 
so findet man stets, wenn die beiden Reize übrigens unter den- 
selben Bedingungen einwirken, daß gleichstarken Empfindungen 
niclit u^Ty sondern r^<,r entsprichtb Analog findet man, 
wenn der variable Beiz dem konstanten r yoraufigeht, da6 
wenn die erregten Empfindungen gleich stark sind. 
Da die Zeitlage zweier Beize imnier einfach umkehrbar ist, 
erscheint es auch a priori als sehr wahrscheinlich, daß die 
aritlmietische Mitte der in den beiden Zeitlagcn gefundenen 
Werte und dem konstatiten Heize gleich sein wird, 
also \ {t\ -f- Tg) — Fechner nahm dies denn auch ohne nähere 
Untersuchung an ; daß es sich aber tatsiichlieh nicht so ver- 
hält, wuide schon früh, 1884, von P. Starke in betreff der 
Schallempfindungen, später, 1898, von Martin und Müller für 
das Gebiet der Gewichtsempfindungen nachgewiesen. «Der 
letzte von zwei sukzessiven Vorgängen ist also mit einem 
Zeitfehler behaftet, der nicht durch Umkehrung der Zeitlage 
eliminiert werden kann. Wir wissen jetzt, daß dieser Zeit- 
fehler davon herrührt, daft der erste Vorgang dem nach- 
folgenden einen Bahnungszu wachs gibt, dessen Große von 
mehreren verschiedenen Umständen abhängig wird. Im ein- 
fachsten Falle, wenn es sich um kurzdauernde Reizungen 
handelt, ist der Bahimngszuwachs Nt vom Intervalle / zwischen 
den beiden Reizungen und von der Größe des ersten Reizes 
abhängig. Es sei diese Größe r, dann wird Nt = « • r% wo t# 
und V Funktionen des Intervalles für konstante Intervalle 
also Konstanten sind. Wenn d^ Nonnalreiz r und der nach 
dem Intervalle i folgende variable Beiz rg gleichstarke 
Empfindungen erregen, wird folglich: 

rs~r, + i*.r» (Gleich. 4a). 

Geht der variable Beiz tx dem konstanten r voraus, so 
erhält man: 

ri — r-\-ur^' (Gleich. 4 b). 

Hieraus ergibt sirb : \ {r^ ^ = r -\- \u (r/ — r» ). Er- 
fahrun^mäßig findet mau >- 1, und die Differenz ri' — r* darf 



•) Lehmauu. Paycbodynaraik, S. 249—268 u. 268—269. 
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folglich nicht veniaclilassigt werden, seihst wenn r, und r mir 
wenig vonpinander dilieriuren. L'ie» heißt mit andeni Worten 
nur, daü iler Zeitfeliler nicht dadurrli ehminiei-t wird, daß 
luaii die arithiuetisehe Mitte der \\ ei le und r» hildet. Da- 
gegen wird eine Elimination unter besonderen Umständen auf 
folgende Welse möglich. Wir bringen die Gleich. 4a und 4 b 
auf die Form: 

— M'r~'=(? (Gleich, öa) und: 

-'^ = «.r,' i = p (Gleich. 5b). 

Da f — l fast iiniiier eine von Null nur wenig verschiedene 
Grüße ist, kaim q — ^ gesetzt werden, wenn der Lntei*schied 
zwischen r und ri ebenfalls nur gering ist. Man erhält dann : 

— = ^ ' ^ ^ oder V^i'> j (Gleich. t>). 

Der Zeitfeliler k;uui also, weni^tens mit großer An- 
näherung, dadurch eliminiert werden, daß das geometrische 
Mittel der in den lieiden Zeitlauren ifefundenon Werte gebildet 
%vird. [lies i:ilt alier. wie leielit er^iehtlich, nur wenn (Tileich. 4a 
und 4lt uiütig >ind. il. Ii. wenn die von /i, r und erregten 
Eni|)tindnnirpn gleichstark sind. Stehen diese Eniiifindupf^en 
dalagen in irgendeiner anderen Heziehung zueinaiuler, bilden 
sie z. B. ebenmerkliche Empfindungsuntei'sehiede, 80 kann von 
einer solchen Elimination keine Hede sein. In diesem Falle 
kann dem Zeitfehler nur dadurch Rechnung getragen werden, 
daß seine Gröbe im voraus bestimmt und dem zweiten Reize 
hinzugefügt wird. "Wenn zwei in irgend euier Beziehung 
stehende Empfindungen den Reizen P und Q entsprechen, von 
welchen Q der zuzweit eintretende ist. dann wirkt Q, als 
hätte er die (iröüe + u P' . und mit dieser ]?ei/i,n"uße nuiü 
gerechnet werden. Die Prüluiiff der Girlti;^keit irirendeiner 
Fonuel in betrefl" d»'r vorliegenden Emj)findungsrelat i' ui wird 
also nur dam» mriLrlirli. wenn die (iroüen k und r bekannt sind. 

Die Hestinunung der Größen it und v ist luil keiner be- 
sonderen Schwierigkeit verbimdon. Man bestimmt experi- 
mentell entweder der Gleich. 5 a zufolge die Werte r,, oder 
der Gleich. 5 b zufolge die Werte rj, die einer Reihe Werten des r 
entsprechen. Unter diesen Messungen sind die erstgenannten 
unzweifelhaft deshalb vorzuziehen, weil sie mit größerer 
Sicherheit und Genauigkeit ausgeftilu^ werden können. Wenn 
n&mlich der konstante Reiz r /nei-st eintritt, wird die dadm'ch 
erregte Empfindung eine konstante Grüße, die sich nach und 
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nach Uem Gedächtnisse einprägt und sich niil der f olgenden, von 
dem variablen hen ühi-eiiden Empfindung leicht vergleichen 
läüt. Geht dagegen der variable Reiz r, dem konstanten r 
voraus, so wird die durch letzteren erregte Empfiiidung keine 
konstante GrO&Gj weil sie sich w^en der Bahuung verliält, 
als rührte sie von dem Reize r + «ri* her. In diesem IViUe 
hat man also eigentlich keine konstante Nonnalempfindung, 
mit welcher die variable verglichen wird, mid hierdurch er- 
schwert sich die Beurteilung, der Erfahrung nach, recht be- 
deutend. Man wird also gewöhnlich darauf rechnen können, 
die genaueren Werte durch Bestimmung des r« zu erhalten. 

Daraus sind die Werte q — - (Gleich. 5a) leicht zu be- 
rechnen, und wie dann ferner u und v zu bestiiiuneu sind, soU 
später (Kap. Ki) eingehend dai*gelegt werden. 

B. Zufftlllere Fehler. 

5. Du.-i Gaufsücke Fthlergcseiz. Als zufällige Fehler be- 
zeichnet man, wie schon oben S. (3 hervorgehoben, solche 
bei Wiederholung einer Messung vorkommenden Fehler, die 
von zahlreichen verschiedenen, in allen möglidien Kombinationen 
zusammenwirkenden Fehlerursachen herrühren. Die GrOfie 
des bei jeder einzeUien Messmig gemachten Fehlers läßt sich 
unter diesen Umstfinden nicht berechnen, weil man außer stuide 
ist, die eben vorliegende Kombination der Fehlerursachen zu 
bestimmen; es IfifM sicli nur die Waluvscheinlichkeit d<*-; Ynr- 
komniens eines liestiiuinten Fehlers angeben. Um einen anu- 
lytischeii Ausdruck die->er Wahixcheinlichkeit alizuleiteii. kann 
man von der Hypothese ausgehen, daft der Henl);u htnimslV'lder 
die algebraische Summe einer unendlich grolien Anzahl 
elementarer Felder ist, die alle gleichen Wert haben und 
ebensowohl positiv als negativ sein können. Hieraus folgt 
zuvörderst, daß in einer sehr großen — streng genommen: 
unendlich großen Anzahl Messungen positive und negative 
Fehler bestimmter Große gleich h&ufig vorkommen werden. 
Dann wird aber die arithmetische Mitte sämtlicher Messungen 
den genauen Wert der gemessenen Gröüe angeben. Es sei 
dieser Wei-t a, der w,mal mit den Fehlern +/i "nd — f\. 
«»mal mit den Fehlern 4-/.. und — /* n^w. gemessen worden 
ist. Die arithmetische Mitte «Um- Messung.sresultate wird dann: 

»h(g+/iJ+Wi(<^ — /i > + i/' +/V) + (^ ^ — AJ-t- _ ^ 

2(Wi + na+na+ 

2» 



Digitized by Google 



- 20 



Nun ist es allerdings piakti!<ch unmöglich, eine unendlich 
groie Anzalil Messungoi einer gegebenen GrOfie auszufahren» 
und folglich darf man auch nicht behaupten, daft die aritii- 
metische Mitte der Messungsresultate den wahren Wert der 
gemessenen GrOße ergebe. Die arithmetische Mitte der Einzel- 
messungen kann uns in praxi nur den wahrscheinlichen Wert 
der Messung geben , indem sie von den zufälligen Fehlem 
möglichst befreit ist. und zwar um so vollständiger, je mehr 
Messungen mit gleicher Genauigkeit ausgeführt worden sind. 
Wenn also eine McHsung «inial den Wert «i. n^mal «g, Ma"'J^l 
«8 usw. gegeben hat, wird das wahrscheinliche Resultat der 
Messung, (t„: 

n,-a,_+j^^ +n,^a,+ _ _ (Gleich. 7). 

Aus der oben erwfthnten Hypothese von der Natur der 
zufälligen Fehler folgt femer, daA die relative H&ufigkeit, mit 
welcher bestimmte Fehler vorii^ommen werden, eine Funktion 

ihrer Größe ist. Es besteht also eine gesetzmäßige Beziehung 
zwischen der GrOAe eines Fehlers und der Wahrscheinlichkeit 
seines Vorkommens. Dieses Gesetz, das zuerst von Gauß an- 
gegeben wurde, heißt da.s naiißsche Fchlergesetz. In betreff 
der niathomatischen Ableitung desselbt-n niuü auf die Dar- 
stellungen der Wahrst heinliclikcitsrcchnung verwiesen werden. 
Hier brauchen wir überliaupt niclit auf den analytischen Aus- 
druck des Gesetzes zurückzugehen, weil beluiis der praktischen 
Anwendung die Beziehung zwischen Fchlergic>ße und Wahr- 
scheinlichkeit berechnet und tabellarisch zusammengestellt 
ist. Zum rechten Yerstftndnis dieser Tabelle sind jedoch 
einige Erklärungen vonndten. 

Es leuchtet immittelbar ein, daß man nicht ganz allgemein 
die Wahrscheinliclikcit eines Fehlers von z. B. 8 mm GrOfie 
angeben kann. Handelt es sich um die Ausimessnng eines 
einige Meter langen Bandes mittels eines gewöhnlichen Maß- 
st.ibes, so wird ein Fehler von 3 mm sehr leirht vorkommen 
können, und seine Wahrscheinlichkeit ist mit ajuieni \N'fn-ten 
sehr groß. Handelt e.s sich aber darum, ein dem blolit n Auge 
unsichtbares Objekt unter dem Mikroskope mit einer Ge- 
nauigkeit von 0,001 nmi auszimiessen, so wird ein Fehler von 
3 mm GrOfte schlechterdings unmöglich, und seine Wahr- 
scheinlichkeit ist also gleich Null. Die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers bestimmter Große, ist augenscheinlich von der 
Genauigkeit h der Messungen abhängig. Je grOäer das 
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„PrÄzisionsniaß'' h ist, um .^o kleiner wird der Fehler f sem^ 
der einer hestiinniten Wahrscheinlichkeit entspricht, und um- 
gekehrt, je kleiner h ist, um so größer wird f. Es Ist also 
nirlit (lio Wahrscheinlichkeit einer absoluten Fehlergröße f, 
soiulern die Wnhrsrheinlielikeit des Produktes / ■//. die berechnet 
wei den kann. In der am meisten zur ^'er^\•endu^g konnucndeu 
Tabelle ist übrigens nicht die relatist' Wahi*sclieinlichkeit d(T 
einzelnen Fehler ±_ fhy sondern dagegen die Wahrscheinlichkeit 
des Yorkommens von Fehlem zwischen den Grenzen — fh und 
•\-fh angegeben. Diese letastore Gröfief die Wahrscheinlich- 
keit der Fehler zwischen — fh und bezeichnen wir im 

folgenden als [ W] Da positive und negative Fehler gleich 

—fh 

häu% vorkommen, ist die Wahrscheinliclikeit der Fcliler 
zwisclien — jh und Ö gleich derjenigen der Fehler zwischen 
0 und +/*/*. Man hat also: 

In Tab. 1 sind die Werte [ W 1 ' die den verschiedenen 

Werten fh entsprechen, mit einer für ]>sychologiöciie Be- 
stininumgen hiiaeiclienden Genamgkeit angegel>en. 

Um die Tab. 1 anwenden zu können, muü iiiaji zuvörderst 
die unbekannte GrOfte h für eine Reihe Messungen bestimmen. 
Dies geschieht durch Berechnung des wahrscheinlichen Fehl^. 
Der wahrscheinliche Fehler w ist diejenige Grenze, die von 
den sämtlichen sowohl positiven als negativen Fehlem ebenso 
oft übei^chritten ^vie nicht erreicht ifnud. Oder mit andern 
Worten: innerhalb der Grenzen — w und +if liegen ebenso- . 
viele Felder als außerhalb dieser Grenzen. Da die Wahr- 
scheinlichkeit . daß überhaupt Fehler vorkommen, gleich 1. 
d. h. Gcwiülieit ist, Ynv^ die Wahi-scheinlichkeit der Hälfte 
der Fehler gleich \\ man liat also: 

Aus Tab. 1 ist ersichtlich, daß derjenige Wert fh^ der 
Tr«=0,5 entspricht, zwischen 0,47 und 0,48 liegt Eine genauere 
Bereclmung ergibt trA ^ 0,476 986. Wenn wir also für eine 
gegebene Reibe Messungen w berechnen können, ist somit h 

bekannt. 

Der wahrscheinliche Fehler wird auf folgende Weise be- 
rechuet. Es seien aj. r/, a„ die Resultate von n ver- 
schiedenen Messungen deröelben Größe; der mittlere Wert 
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Tabelle 1. 



Die Wabrscheinlic^ikeit [W]^^, dafi Fehler innerhalb der 
Grenzen — fh und -j-fh liegen. 



f» 


-Jh 


fh 


f Tin ' -^ 

—Jh 




r Tin ■'"-''* 










0,01 


0,0113 


0,36 


0,3893 




0,6847 


1,12 


0,8868 


1,82 


0,9899 


2 


022t> 


7 


8892 


2 


6914 


4 


8931 


4 


9907 


3 


0888 


H 


4090 


8 


6981 


6 


8991 


6 


9915 


4 


0451 


n 


4187 


4 


7047 


8 


9048 




9922 


e 
O 




(',40 


42H4 


5 


7112 


1,20 


9103 


1,90 


»5*28 


6 


0676 


0,41 


4:^0 


6 


0,7175 


1,22 


0,9155 


1.U2 


ü,y9;;4 


7 


0789 


2 


4475 


7 


7288 


4 


9205 


4 


9939 


S 


0901 


8 


4669 


8 


7800 


6 


9252 


6 


9944 


9 


1018 


4 


4662 


9 


7861 


8 


9297 


8 


9949 


U,1U 


1 125 


t 
o 


4755 


0,80 


7421 


1,80 


JA 
9340 


t% AA 

2,00 


9968 




tM2.'5ß 


6 


4«47 


0,81 


0,74^^0 


1,32 


0,9881 


2,05 


0,9963 


o 




7 


49;^ 


2 


7538 


4 


9419 


10 


9970 


8 


1459 


8 


5028 


3 


7595 


6 


9456 


15 


9976 


4 


1570 


9 


5117 


\ 


7651 


8 


9490 


20 


9981 


9 


looO 


0,50 


5205 


5 


7707 


t JA 

1,40 


V524 


A AC 

2,25 


9985 


6 


1790 


0,51 


0,5292 


6 


0,7761 


1,42 


0,0654 


2,30 


0,9989 


7 


1900 


2 


5379 


7 


7814 


4 


95M3 


35 


9991 


8 


2009 


8 


5465 


8 




6 


'Jf.ll 


4U 


99«J3 


9 


2118 


4 


5549 


9 


7918 


8 




45 


9995 






5 


563;^ 


A AA 




1,50 


9661 


2,50 




0,21 


0,2335 


6 


6716 


0,91 


0,ö019 


1.52 


0,9684 


2,55 


0,9997 


2 


2443 


7 


5798 


2 


8068 


4 


9706 


60 


9998 


8 


2550 


B 


5879 


3 


8116 


6 


9726 


65 


95»'.)« 


4 


2657 


9 


5959 


4 


8168 


8 


9746 


70 


9999 


5 


276S 


0,60 


6089 


6 


8209 


1,60 


9764 


2,75 


VlRfV 


6 




0,61 


0,6117 


6 


0,H254 


1,62 


0,9780 


2,80 


0,9999 


7 


2974 


2 ; 6194 


7 


8299 


4 


979H 


85 


9999 


8 


3079 


3 


6271 


8 


8342 


6 


9811 


90 


1,00(K> 


9 


31S3 


4 


6346 


9 


8385 


K 


9S25 


95 


00«. 0 


0,30 


3286 


5 


6420 


1,00 


8427 


1,70 


98as 


3,00 


OOW 


0,81 


1 0,8889 


6 


6494 


1,02 


0.8508 


1,72 


0,9850 






2 


3491 


7 


6566 


4 




4 


9861 






8 


3.593 


8 


66.{8 


6 


MciUl 


6 


9S72 






4 


8694 


9 


6708 


8 


87.3:3 


8 


9882 






5 


j »794 


0.70 


6178 


1,10 


i 8802 


1,80 ) 9891 




1 



dieser Mcssunrr'^rostiltnto soi n,„. Die gcniarhten, teils positiven, 
teils negatiN »'!) Fehl<«r .siml daini /", — — n,, . /'„ -.. a^- - a,.., . , . . 
/■„ = a„ — «„,. Diese Friller wcrdni niiii (juailriri't und die { Quadrate 
atkliprt ; die Suiiinie wird mit a dividiert, aus dein (Jnoiicntrn die 
Quadiatwui'zel gezogen und die resultierende Gn»üe mit 0,ö7449 
multiplizierte Das Resultat ist der wahrtK^einliche Fehler fc. 
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dessen Berechnung inathematisch also folgendermaßen aus- 
gedrückt werden kann: 

w^0,t>7449l//^''^/'^'+- • • •+^'"'=::0,Ü7440l/£!l , . . (Gleich.«}»), 

Hat man w berechnet, koim h = bestimmt werden ; iu 

der Prasus ist es alx r viel bequemer, h zu eliminieren. Divi- 
diert man nftmlich die Werte fh der Tab. 1 mit trA»:0,4769dtfy 

t h f 

so sind die Quotienten — , = — . Man kann also aus der Tab, 1 

trh w 

eine neue Tabelle berechnen, welche die Wahrscheinlichkeit 

f f 

der Fehler innerhalb der Grenzen und + -^angibi Ist 

ff tr *^ 

aber die Wahrscheinlichkeit der Fehler zwischen diesen 
Grenzen z. B. 0,40*1, so heißt dies mit anderen Worten nur, 
daft unt^ KKM) Hessungsfehlem 456 zwischen den genannten 
Grenzen liegen werden. Man kann also die Anzahl A der 
Fehler, die z. B. in 1000 Hessungen innerhalb bestimmter 
Grenzen vorkommen werden, tabellarisch aufstellen. £me 
solche Zusammenstellung, die dem praktischen Bedarf völlig 
genCigen wird, ist in Tab. 2 gegeben. 

Tabelle 2. 

Die Anzahl A der Fehler, die in Khx) Messungen iimerhalb 
der Grenzen — ~ und + - liegen. 



w 



Uf 



±f 


A 


±f 


A 


±f 


A 


±f 


A 


w 




W 


1 


Uf 


W 




0 


0 


1,0 


500 


2.0 


I 

cs23 


3,0 


957 


0,1 




1,1 


511] 


•J.l 


843 


3.1 


96::i 


. 0,2 


liiT 


1,2 


.S82 


2.2 


862 


3,2 


969 


0,3 


160 


1,3 


6Id 


2.3 


ö79 


3,3 


974 


0,4 


812 


1.4 


655 


2,4 


894 


3,4 


978 


0.5 


264 


1.5 


rvS8 


2,5 


908 


8,5 


982 


0,6 


314 


1.0 


720 


2,6 


920 


3,6 


985 


0,7 


363 


1,7 


749 


2.7 , 


931 


3.7 


988 


0,8 


411 


1,8 


776 


2.8 


941 


3,8 


990 


0,9 


456 


1,9 


«00 




949 


4,0 


993 



*) Iftt die Zahl n grob, wird du Qttftdri«x«ii d«r Fehler eine recht 
nntttindUche Arbeit; man kann irdenn aber einfacher nach der folgenden 
Formel berechnen: 

w-.OWS ^'"^^''^^'^^ • • • • ' (Gleich. 8a). 

Die Vorseichen der Fehler werden hier aufeer acht gelassen. 
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Tab. 2 bietet das einfachste Mittel dar, um sich zu ver- 
gewissern, daß die Fehler einer Messung sich dem Gaußschen 
Gesetze geiiulü verteilen. Wenn Bärntliche Fehler und daraus 
tc berechnet sind, braucht man nur zu untersuchen, wie viele 
der tatsächlich vorkommenden Fehler zwischen den Grenzen 
— 0,1 ir und -f u,! ?r, — <V2 und +u,2wu8w. liegen. Stiiimicn 
diese jZahlen mit den Werten A der Tab. 2, so wind die 
Fehler auch wirkHch zufällig, und «l.mn — und nur in diesem 
Falle — ist die aritliiiictische Alittc der Messungen der walu'- 
scheinliche Wert der gemessenen Größe. Wenn die tatsftch« 
licke Streuung der Fehler dagegen nicht mit der berechneten 
fibereinstanmt, dann sind die Fehler auch nicht blofi zufftllig, 
und die Zahlen mtlssen dann ganz anders behandelt werden, 
um ein richtiges K(>sultat zu geben. Deshalli sollte eigentlich 
stets ttne solche Prüfung der Streuung der Fehler unternommen 
werden, weil nur dadurch die Richtigkeit der Voraussetzung: 
daß das Gaußsche Gesetz für die betreflen(l«Mi Messungen 
gültig ist, dargetan werden kann. Selbstverständlich braucht 
man zu diesem Zwecke keineswegs lOOd Messungen derselben 
Größe auszufüliren; man kann sich mit einer viel geringeren 
Anzahl, z. B. 100 oder sogar 50, begnügen, und die in jedem 
Litenalle vorkommende Anzahl der Fehler wird dann nur 
-^■^ bez. j\ der Werte Ä (Tab. 2). Femer ist es auch nicht 
notwendig, die in jedem Intervalle liegende Anzahl Fehler zu 
bestinunen ; es genQgt ToUstftndig, aufaizAhlen, wie viele Fehler 
innerhalb der Grenzen ±0,1 tc, +0,3m-, ±0,5 fr, ±?c, ±l,5jr, 
±2«' und ±,'dw liegen. Zeigen diese Zahlen nur hinreichende 
"Übereinstimmung mit den berechneten Werten A (1( r Tab, 2| 
so ist die Gültigkeit des Gaußschen Gesetzes als dargetm zu 
betrachten. 

Gehen wir davon aus, daß die Verteilun«? der Fehler 
in einem gegebenen Falle sich als dem Fehlergesetze ent- 
i>j)i'eeliend erwiesen hat, so kann noch eine andere wesentliche 
Fehlergröße berechnet werden. Es wmde oben hervorgehoben, 
daA der Mittelwert Om wegen der endlichen Anzahl der Be» 
obaehtimgen nicht das wahre, sondern nur das wahrscheinliche 
Resultat der Messungen angibt. Es erhebt sich nun die Frage, 
wie groA die wahrscheinliche Abweichung des Mittelwertes m, 
von dem unbekannten wahren Werte d«r gemessenen Größe 
ist. Der Fehlertheorie zufolge erhält man diese Abweichung 
f„, den sogenannten „wahi-scheinlichen Fehler des Mittelwertes", 
wenn tc mit yn — 1 dividiert wird; also: 
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/•« = ;j^^=- = 0,()7440l/ -^--IIj-j .... (Gleich, bh). 

Das wahre Resultat der Messungen liegt dann zwischen den 
Grenzen am+/' imd — f»; jedenfalls kann man 1 gegen 1 

wetten, daß es hier liegt. 

Oft ist man genötigt, sich auf eine so geringe Anzalü 

Einzplmessnngen. z. B. V) oder noch weniger zu beschränken, 
daß die Prüfung der (Jültigkeit des Fehlcrgcsctzes unmöglich 
wird. In diesem Falle hat es auch keinen Zweck, den wahr- 
scheinlichen Fehler nach Gleich. 8 zu berechnen : man gibt 
dann die Genauigkeit der Messung einfach dui'ch den durch- 
schnittlichen Fehler f,u an: 

f^^fi±fl±Mj^±U^[n (Gleich. 9). 

41 fl 

Bei der Berechnung des fm werden nur die numerischen Werte 
f,, usw. berftcksichttgt, indem vontusgesetzt wird, daft positiTe 
und negative Fehler gleich häufig vorkommen, so daA fm 
selbst sowohl negativ als positiv sein kann. 

Gleich. 8a und 9 zeigen, daß tc= 0,8453 fm. Um die 
Gültigkeit des Gaußschcn Gesetzes in .'einem vorliegenden 
Falle zu prüfen, l^egnügt man sich oft damit, zu untersuchen, 
ob das erwähnte Verhältnis zwischen w und f,., zutrifft; selbst- 
verständlich ist w dami nach (ileich. s zu berechnen. Diese 
Prüfimg ist aber eine durchaus illusorische, wenn man sich 
nicht zugleich vergewissert, daß positive und negative Fehler 
gleich häufig ▼orkommen; das VerhAltnis 0,8453 kann 

n&mlich auch bei einer entschieden unsymmetrischen Y&> 
teilui^ der Fehler stattfinden. Anderseits findet man ge- 
wöhnlich auch kleinere Abweicnungen von der Zahl 0,8453 
selbst da, wo die genaue Prüfung der Fehlerverteilung eme 
genügende Übereinstimmung mit dem Gaußschen Gesetze dar* 
getan hat. Eine zuverlässige Prüfung kann also nur dann 
untemormmen werden, wenn so vuAc Beobachtungen vorliegen, 
daß man die Verteilung der Fehler nntersuelien kann. Sotzt 
man dessenungeachtet die Gültigkeit des Fehlergesetzes vorau.s, 
so läßt sich der wahrscheinliche Fehler des Mittelwertes, /',r, 
nach der Fonucl: 

' — *^ = 0,8453 • , = 0,8453 • /^L . . (Gleich. 9a) 



' V« — 1 Vn—\ «VV— 1 

berechnen, wenn n aber klein und eine uiisynunetri.sche 
Fehlerstreuung nicht ausgeschlossen ist, so muß darauf ge- 
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rechnet werden, daft die mögliche Abweichung des Mittel* 
wertes vom unbekannten wahren Werte dem durchschnitt- 
lichen Fehler gleich werden kann. 

(). (rr(ii>fiisrhr Dar^^tcdinu! dir Frhh r<^fmmvq. Oft ist es 
wünschenswert, die Streuung der Fehler gemessener (Jröüeri 
graphisch darstellen /.u können, nm ein anschauliches Bild von 
der Genauigkt n verschiedener Melsungen zu gewinnen. Dias 
ist denn auch leicht tunlich, unter der Voraussetzung, daß 
das Gaußsche Gesetz für die betreffenden Messungen gültig 
ist. Setzt man die Fehler als Abszissen ab, kann die relative 
Häufigkeit ihres Vorkommens, d. h. ihre Wahrscheinlichkeiti 
als Ordinaten dai^gestellt werden. Man braucht also nur die 
Walixsehdnlichkeit jedes dnzelnen Fehlers zu kennen, die 
sich Icacht aus Tab. 1 berechnen läßt. Ans der Tabelle ist 
ersichtlich, daß die Wahrscheinlichkeit der Fehler zwischen z. B. 
— 0,48 und +0.48 gleich 0,.5O28, und die Wahi-scheinlichkeit der 
Fchh'r innerhalb der Hrenzen - 0,47 und 4-0,47 gleich n.4!i.ss ist. 
ZicIh n wir diese heiden Größen voneinander ab, <o erhalten 
wir die Wahrscheinlichkeit der sowohl negativen als jKtsitivf ii 
Fehler in dem Intervalle 0,47 bis n,4s. Die Hälfte dieser (jröüe 
wird also die Wahrscheinlichkeit entweder der positiven oder 
der negativen Fehler in dem erw&hnten Intervalle. Auf analoge 
Weise kann die Wahrscheinlichkeit d^ Fehler in jedem be- 
liebigen Intervalle berechnet werden'), und diese GrOAen als 
Ordinaten abgesetzt geben ein Bild von der Streuung der 
Fehler nat h dem Gaußschen Gesetze. Es ist also nur eine 
tabellarische Übersicht über die Wahrscheinlichkeiten Wf des 
einzelnen Fehlers erforderlich; eine solche Tabelle wird aber 
in der Praxis am leichtesten anwendbar, wenn die Fehler durch 

+ -~7 au^gedrflckt werden und als Einheit des Wf die Wahr« 

scheiniichkeit (h's wahrscheinlichen Fehlers Wte genonmicii 
wird. Diese Grühm sind in Tal". :> /nsamniengestellt. 

Um diü Anwouduiig der Tnh. 3 zu beleuchten, ncUmeu wir fulgeodes 
Beispiel. Zwei Gröfflen v« und f,«, die in einer bestimmten Besiebnng 

zueiiiainltr steheiif sind melnmaN ^niuessen worden; die nacü 
Gleich. 7 horcclnictcii mittleren Werte siii<l ' „ 12 5.0 tmil r„ — 118,2, 
die nach Gleich. B bcreehueteu wahräcbenilicheu Fehler Wo — 2,98 

') Bei der Berechnung der verschiedenen TabeU<Mi ^i>lit man {gewöhn- 

lieh «l<'n mnir''l<«*hrtcn Woir, ithUmii «'r-jf nw* <\>'m ( iriiif^sclirn ri lilirt'''''«'f ^fl 
die Watir[<cliciulichkcit des oiuzolueu ichlers und daraut durcli i^uadnitur 
die Wahrscheinlichkeit der Fehler innerhalb bestimmter Grenzen berechnet 
wird; dies ist hier jedoch ohne Bedeutung. 
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Tabelle 8. 

Die Wahrscheinlichkeit Wt der Fehler :|-^ in der Einheit 

der Walirscheiiiüclikeit <les wahrscheinlichen Fehiei*» aus* 

gedrückt. 



±f 

w 




w 




±f 
W 




±f 
w 


Wf 


0 


1,255 


1.0 


1,000 


2,0 


0.504 


3,0 


0,163 


0.1 


1,252 


1,1 


0,953 


2,1 


0,460 


3,1 


0,140 


0,2 


1.245 


1,2 


0,905 


2,2 


0,417 


3,2 


0,123 


0,3 


1,235 


1,3 


0,854 


2,8 


0,377 


8,3 
8.4 


0,106 


0,4 


1.215 


1.4 




2,4 




0,091 


0,5 


1,190 


1,5 


0,752 


2,5 


0,;ioj 


3,5 


0,078 


0,6 


1,160 


1,6 


0,701 


2,6 


0,270 


:?.6 


0,066 


0,7 


1,125 


1.7 


0,650 


2,7 


0,239 


3,7 


0.056 


0,8 


1,085 


1,8 


0,600 


23 


0,212 


»3 


0,047 


0,0 


1,045 


1.0 


0^8 


2,0 


0,186 


4,0 


0,083 



uud U'm = 1,66. Die Uutersuchuug der Ötreuuug der Fehler hat 
ergeben, dafii dieaelben sich dem Ganftsehen Oesetse gemMft ver- 
teUen; wir wUnaehen nnn eine graphisclie Darstellung dieser Ver- 

teilmig. Die gemessenen Gröfsen werden als Abszissen abgesetzt 
(Fig. 2), und wir wählen eine ganz willkürliche Länge zum Aus- 
druck der Wahrscheinlichkeit z. B. des Wo. Diese Lllnge »a, (in 
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Fig. 2. 

(1er Figur gleich 3) wird in den Punkten 123,0 ± 2,98 als Ordinate 
abgesetzt, und damit sind slimtliche ülirige Punkte dieser Febler- 
kurve bestimmt , indem das Verhältnis der verschiedeueu Urdmateu 
snr Ordinnte des wahrscheinlichen Fehlerg eben die in Tab. 3 unter 
Wf ange^M l*enen Zahlen sind. Der Abssiase 128,0 entspricht der 

Fehler ± ~ = 0, dessen Ordinate 1,255 y«; den Fehlem ± 0,6», 

also den Abszissen 121,51 und 124,49, entspricht die Ordinate .v 
1,190 y«, usw. Auf diese Weise ktfnnen so viele Punkte, als man für 
notwendig hält, bestimmt werden, und die durch die Endpunkte 
der Ordinaten gezeichnete Kurve ABK. stellt die Verteilung der 
Fehler dar. 
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Durch die oben erwXhnte Wahl der einen Ordinatengr^fse ist 
indessen nicht nitr die Kurve ABC, sondern aneh die Kurve DEF 

hcHtimmt. Die Kurve ABC iitnffifst nUnilirh sUmtliclH' inogrulic 
Fehler der Me«snnfr fies fo\ die Wuliisrlifinliihkoit sämtlicher Fehler 
ist aber — 1. Das zwischcu der Kurve ABC uud der Abszisseuachse 
eingeschlosBene Arral ist also das Mab der Wahrscheinliehkett sKmt- 
liclicr Fehler, uud ebenso grofs mufs das Areal xwischen der Kurve 
DEF und der Abszissenachse gemacht worden , wenn die beiden 
Kurven die Verteilung der Fehler in einem gemeinsamen Mafae 
auBdrtteken sollen. Mit der möglichst grofsen Ani^erung werden 

aber die beiden Areale gleich grofs, wenn — " ~ — In dem vor- 

liegeaden Beispiele ist ^^Tn^~= 1«92, also wird ffu^ l,92|r«, 

uud darauf können die Ordinalen der Kurve DEF mittels Tab. 8 
auf dieselbe Weise berechnet werden, wie die Ordinaten der Kurve 
ABC, — Wir werden weiter nnten auf dies Beispiel lurttckkommen. 

Es wurde oben (S. 25) erwähnt^ daft man die Genauigkeit 
einer Messung oft durch den durchschnittlichen Fehler fm an- 
gibt. Die Wahrscheinlichkeit W,„ dieses Fehlers ist in vielen 
Beziehnnpon von Interesse; es läßt sich dartun, was hier nicht 
näher erörtert werden kann, daß W», — Ö,5»12, wenn die Wahr- 
scheinlichkeit in doiNolhon Einheit ausgedrückt wird . die <hm 
Oi öücn Wf 'der Tal». zugininde gelegt ist. Die Wahr- 
scheinlichkeit Wo des Fehlers Null ist, T.ab. 3 zufolge, 

TF.«= 1,255. Eö verhalten sich also = 0,727. Dieser 

Bruch ist annäherungsweise gleich ''/4, genauer gleich ; es 
wird von diesem Verhältnis im folgenden öfter die Rede sein. 
Mittels Tab. 3 läßt sich femer berechnen, daft die Wahr- 

scheinlichkeit 0,912 dem Fehler -^ = l,ltsö cntspnclit, 

was mit andern Worten heißt, daß der durchschnittliche Fehler 
f,„ = \,lSim\ oder tc = 0,H45:i /„,. Je genauer das Fehlergesetz 
für oiiio Beoharhtungsreihe gültig ist. um so mehr nähert sich 
also das \'('rluiltnis zwischen dem wahrscheinlichen und dem 
duichschnittlichen Fehler dem Wert 0,8453, was eben durch 
Gleich. 8 a ausgedrückt ist. 

C. Variable Fehler. 

7. Dfe Ursachen der variablen Fehler. Die variablen Fehler, 
mit welchen wir es bei den psychologischen Messungen zu 
tun haben, sind aller Wahrscheinlichkeit nach Terschiedenen 
Ursprunges. Wir kennen unzweifelhaft noch keineswegs alle 
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diejcnigon Ursachen, die solche Foliler .ifrliciführen können ; 
es koiiuuen im folgenden nur zwei Faktoren, die als typische 
Repräsentanten derart ij^er Fehlerursachen angesehen werden 
können, zur Besprecliuiig. 

Wie oben hervorgehoben, können zufällige Fehler nur 
von solchen Ursachen herrOhren, die das Resultat einer 
Messung ebenso leicht yeigrOßem wie vermindern könnra. 
Nur unter dieser Yoraussetning können nftmlich posttive imd 
negative Fehler gleich häufig vorkommen, was eine wesent- 
liche Bedingung für die Gültigkeit des Fehlergesetzes ist. 
Sobald also ein die Messungsresultate beeinflussender Faktor 
nur einseitig schwanken kann, oder wenigstens häufiger in einer 
Richtung als in der entgegengesetzten schwankt, können die 
davon hcn-fihrenden Fehler nicht zu den zufälligen gerechnet 
werden. Dies gilt eben von der AufmerLsamkeit. Jede 
psychologische Messung ist nämlich mit maximaler Auf- 
merksamkeit auszuführen — selbstverständlich mit Ausnahme 
solcher Fälle, wo man eben beabsichtigt, die Wirkung der 
verschiedenen Anspannung der Aufanerksamkeit zu untersudien. 
Die Notwendigkeit der maximalen Konzentration ist dadurch 
gegeben, dafi die Aufmerksamkeit sidi tatsächlich mehr oder 
weniger anspannen läßt, wir aber kein subjektives Maß fflr 
den jeweilig vorhandenen Grad der Konzentration besitzen. 
Da femer jede psychische Tätigkeit sich \n irgendeiner 
Richtung mit dem Aufmerksamkeitsgrnde veräTnU'rt , so sind 
konstante Resultate überhaupt nur <lann zu erwarten, wenn 
die Konzenti-ation der Aufmerksamkeit bei wiederholten 
Messungen konstant bleibt. Der einzige Konzentrationsgrad, 
der iniuicr zustande gebracht werden kann, ist aber der 
maximale. Nur wenn die Vp. ihr ftufterstes tut, werden die 
Messungen unter konstanten subjektiven Bedingungen aus* 
geführt, wobei selbstverständlich dahingestellt bleiben muä» 
ob ,dem Äuäersten", d^ maximalen Konzentration der Auf- 
merksamkeit, auch eine konstante Intensität und Kapazität des 
psychophysiologischen Vorganges entsprechen. Wie dem nun 
auch sei, leuchtet es doch ein, daß nur dann auf konstante 
Resultate zu rechnen ist. wenn die subjektive Bedingung, die 
maximale Aufnierksanikeitskonzentration, erfüllt wird. Jede 
kleine Stönmg, jede zufällige Ablenkung der Aufmerksamkeit 
wird dann aber eine Herabsetzung der psychischen Tätigkeit 
zur Folge haben, während umgekehrt Ursachen, die eine über- 
maximale Anspannung der Aufmerksamkeit und somit eine 
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Verstärkung der psychisclien Tätigkeit herbeiführen können, 
schwerlich vorkomiuen werden. Die einfache Folge hiervon 
maSk aber die werden, daß die Verteilung der Fehler bei 
wiederholten Messungen eine unsymmetrische wird, indem je 
den Umst&nden nach entweder positive oder negative Fehler 
flberwiegen. 

Die Ablenkung der Aufmwksanikeit kann als Ty])e solcher 
Fehlerui-sachen angesehen werden, die eine einseitige Verteilung 
der Fehler bewirken. Ein davon ziendich verschiedener Tj'pus 
laßt sich am besten (hnrh eine Annahme darstellen. Es wurde 
oben bemerkt, wir hätten keine Sicherheit, daß die maximale 
Konzentration der Aniinerksanikeit eine konstante Orriße sei 
— tatsächlich schwankt ja sowohl unsere gei>!tisre al- k(trper- 
liche Ai'beitsfähigkeit von lag /u lag, wits oii mit dem 
Wetter in Beziehung gesetzt wird. Nehmen wir nun, der 
Einfachheit halber, an, daß das Maximum der Konaentration 
eine Funktion des Luftdruckes sei. Es leuchtet unmittelbar 
ein, daß Messungen, die an verachie<(enen Tagen wiederholt 
wurden, unter diesen Umst&nden ganz unregelmäßige Schwan* 
kungen darbiet n können. Einer Reihe übereinstimmender 
Werte, die z. B, bei Normaldruck ausgeführt waren, könnten 
sich plötzlich, bei sinkendem Barometer, Werte mit wachsenden 
negativen Fehlern anschließen nsw. Unter der ani;enommenen 
Voraussetzung würde jeih- «lenkbare Mögliclikeit der Fehler- 
stiennng vorkonunen können, l'nd die Fehler dürften ei"st 
dann als znläliige behandelt werden, wemi eine so uugeheui'e 
Anzahl Messungen angestellt wäien, dafi sämtliche während 
der Versuchsdauer vorgekommene Großen des Luftdruckes die 
Resultate gleichmäßig beeinflußt hätten. Nun ist die hier 
geinachte Annahme durchaus kein luftiges Phantasi^^bilde. 
Das Maximum der Aufmerksamkeitskonzentration ist zwar 
keine einfache Funktion des Luftdruckes, es ist aber von ver- 
schiedenen meteorologischen Faktoren in noch unbekannter 
Weise abhängig. Folglieh können auch unter gewissen Um- 
ständen, wenn Lrleirlini'titre Messuncen nn verschiedenen Tagen 
ausgeführt wurden, ziendich nnrcuelmäüiLrc Fehlerstiriningen 
gefumlen wf'rden. Es fragt sieii ilaim, wie solche Messungen 
zu berechnen sind. 

Können wir nicht zui- Gewißheit gelangen, .so begnügen 
wir uns mit der erreichbaren Wahrscheinlichkeit Am wahr* 
scheinlichsten ist aber der Fall, dessen Eintreten am häufigsten 
erwartet werden kann. Liegen also eine Reihe Messungen 
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vfir, s<i wird das waiirscheinliche Resultat stets der Wert sein, 
um welchen sich die Bestimniungon am diclitestcn scharen. 
Denken wir uns die einzehaen gemessenen Werte als Abszissen, 
OA bis OB (s. Fig. a), und die Häufigkdt ihres Vorkommens 
als Ordinaten abgesetet, so ist also die Streumig der Fehler 
durch die Knrve AGB daigestellt. Der wahrscheinliche Wert 
der gemessenen GrGfte wird dann das Dichtigkeitsmittel OD, 
indem T)C die größte Ordinate und Ol) folglich eben der- 
jenige Wert ist, um welchen sich die Beobachtungen am 
dichtesten scIkutii. Können wir also die Abszisse OD des 
Maximalpunktes C berechnen, ho ist die Aufgabe gelöst. 

Dies ist al)er immer möglich. Die Häufigkeit tj eines ge- 
messenen Wertes isl /war im vorliegenden Falle eint; un- 
bekannte Funktion seiner üruüe a:, wenn man aber nur eine 
genügende Aiizahl zusainmcngchörcnder Werte und y kennt, 
l&fit sieh der einem gegebenen Werte y entsprechende Wert 
leicht berechnen. Die 
Iiierzu erforderlichen 
mathematischen Ope> 
rationen werden in 

der sog. Inf erpolar- ^ 

tionsrechnung behan- A ^ ^ 

deltjdie besonders für 

die nu'->-'t ndo Psychologie eine vielseitige Anw<'ndbarkeit besitzt. 
Es SMii uushalb ira folgenden ein Grundriü dieser Lehre mit be- 
sonderer Berücksichtigung der psychologischen Zwecke dar- 
gestellt werden. 

8. JDlfe Funleiwn und ihre Diifermgcn. Es sei y^F{x\ 
wo die Funktion F unbekannt ist, während eine Reihe Werte 
des y : y,, y^ yb • > • •* Werten x,, x^, . . . . entsprechend, 
bekannt sind. Die tmabhängige Yaria1)le x wird das Aigmnent 
der Funktion genannt, mid der Einfachheit halber nehmen wir 
vorläufig an, daß die Werte t^, /_„ Xr^..,, äquidistant sind, so 
daß also die Differenz der Argumente : 

— jTi ^ a^a — j\y — ,r, — ß . . . . (Gleich. 10). 

Wir bilden nun die Funktionsditierenzen erster Ordnmig: 

a| t/2 — yi, = y« — ya, Ag = y* — y, usw. ; 
aus diesen Differenzen femer die Differenzen zweiter Ordnung: 

a1 aI aH aI 

A, «=^2— A, , A, =A, — Aj usw.; 

darauf die Differenzen dritter Ordnung: 

A, — Aj — Ai , Aj — A, — A, usw. 
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Die msammengehOrenden Werte x und y nebst den ver- 
schiedenen Differenzen lassen sich übersichtlich so darstellen, 
wie es im folgenden Schema angaben ist; in praxi wird man 
es am bequemsten finden, diese Aufstellungsweise Ton oben 
nadb unten anzuwenden. Die Subtraktion wird selbstverständ- 
lich überall in der nämlichen Richtung ausgeführt, so daft x. B. 
stets dio oboiisiteluMule von der untenstehenden Zahl gezo^ou 
wird; die Difreretizen werden stets mit Vorzeichen augeführt. 
Wir haben also : 

Arg F{x) 

^3 ^11 '^2 A*^ V ^1 aVÜ 

^ a" ' • 

^ aJ ^t, a;" ' ^« 

a' ^ a"" * 

A • 

Hier sind die DiflFerenzen sukzessiv gebildet, man kann aber 
auch die Grulie jeder beliebigen Diüereuz sofort beütiimnen. 
Man hat nämlich: 

a" Aj — aJ = f?/3 ~ ^2) — (ya — yi) = y» — ^y»+yi 

Aj" = Af - A," = (A; - Ai) - (aJ - A^) = (jf« - y.) - 

(y« — sf«) — (ä — ^t+sr) = »4 — 3Ä+8y» - 3fi^ 

F&hrt man auf diese Weise fort « so sieht man , daß die 
Koeffizienten hier den Koeffizienten des Binomialaiisdnickes 
(a — h)" gleich werden. Man hat folglich den aligemeinen 
Ausdruck: 

+ ....(— 1)"«/, (Gleich. 11). 

Sucht man statt A" die Differenz A", so geht man von 
den Differenzen A^, A^^ usw. aus und erhält dann den Ausdruck : 

(Gleich. 12). 

Es läßt sich also eine beliebige Differenz durch die be- 
kannten Funktionswerte y ausdrücken. Unigekeluii kann jeder 
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Funktionsw^ dmch das erste Glied und die Differenzen 
au^edrikckt werden. Man hat nAxnliish: 

yt = ya + Al,wo = aJ -h A",also:i/a-=i/, + 2 a| +A". 

t/a + Ai^woAj = aJ + A",aber;Ai* = A"i+ aJ"; 
folglich hat man: 

^ = a; + Af )+(Ai' + Af ) + ( a;'+ A}"y 

•=-yi+3Aj+3A"+A}". 
Es ist hieraus ersichtlich, daft die Koeffizient^ dsiqen^en 
des Binomialausdruckes (a+b)" gleich werden. Folglich er> 
hftlt man den allgemeinen Ausdruck : 

Ii — « I aI , w(n — D^ii «(n — l)(n— 2) m , „ 

(Gleich. 13). 

Der Funktionswert v„.}.i entspricht dem Argumente Xn+\. 
Gleich. 1 1 » zufolgo ist alior ./ „ ^ \ — Xf-^nd; also ist //„4^i — ^"(.r, +wrf)' 
Hier ist «, «einer Bedeutung gemäß, eine ganze Zahl. Nehmen 
wir aber an, diUi wir zwischen und eine beliebige Anzahl 

A^gwnente mit der konstanten Distanz y einschalten» und 

daft uns die entsprechenden Fmnktionswerte bekannt sind. 
Suchen wir jetzt, genau so wie oben, einen Ausdruck fflr den 

(w + l)'"" tlieser Funktionswerte, also den Wert, : f/„_f i—F{Xi-^n-). 

Z' 

so erhalten wir eine Gleichung, die hinsichtlich der Form voll- 
ständig mit Gleich. 13 übereinstimmt. Der unserer 

neuen Funktionswerte entspricht aber dem (— + 1)^ der m> 

sprünglichen. Folglich ist es ohne Bedeutung, ob man in Gleich. 13 
für w eine ganze Zahl oder einen Bruch einsetzt; die Formel 
ergibt in allen Fällen den dem Argumente x, +nä entsprechenden 
Wert y. 

In Oleich. 13 ist der gesuchte Funktionswert Ittels 
und der Differenzen A| au^gedrAckt; man kann ihn abor selbst» 
▼erstftndlkh ebensowohl mittels und der Differenzen A^ 
ansdrüdcen und eiiUÜt dann die allgemeinere Form^: 

y,+, = J'(a-,4-«<?) = y;.+^Aj+^-^-^Aj'+ 

+ !i(nill)jn -2) . . . (n^^-i-l) ^^1^ 

1 • J •'■>.... Ä" " 
L* hm ABU, Lvhrbuoh d«r psychologitohsD Methodik. 8 
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Diese Gleichung kaim, je nach dem praktischen Bedarf, 
mannigfach umgestaltet werden, indem statt der in einer 
schrägen Linie stehenden Differenzen diejenigen einer Zickzack- 
linie eingeführt werden können. Wir werden spürer luelirere 
solche Formeln entwickeln; uni uns den Ühergimg zur iieciniung 
mit beliebigen Argumenten zu erleichtern, fülu'en wir liier nur 
eine Veränderung aus . indem n durch das unbekaimte Argu- 
ment X ausgedrückt wiixi. Selzen wir: .ri-fwrf = j:, so ist folg- 
lich , Ferner wird: 

Werden diese Ausdrücke in Gleich« 13 eingesetzt.erhält man : 

^{ x^xMx-x.){x^ ^^^ .... (Gleich. 15). 

Auf der rechten Seite der Gleich. 15 sind sAmtliche Größen 
auAer x bekannt; legt man also dem Argumente x einen Wert 
bei, so kann y berechnet werden. Wenn es aber möglich ist, 
auf diese Weise y als Funktion des j' auszudrücken, indem 
die Argumente ar^ usw. äquidistant sind, muß ein ähnlicher 
Ausdruck auch dann möglich sein, wenn die iVrgumente keine 
konstante Differenz haben, also beliebig gewählt sind. Da es 
aber in diesem Falle keine konstante Differenz (if gibt, können die 

Koeffizienten L, usw. auch nicht unverilndert bleiben. 

Wir setzen daher in Gleich. 15 statt dieser Koeffizienten die 
unbekannten Größen dj, d{" usw. ein, und erhalten dann: 

y ^ Ff») ^ jf,+(ar - «,) jci)(a:— ap,)d"+ (dr— ari)ar— a:,) 
{X - r„) ö\'' (Gleich. 16). 

Es wird jetzt die Aufgabe sein, die ^^'erte dieser unbekannten 
Koeffizienten zu bestimmen, welche die Gleichung befriedigen. 

Wenn x—x^ gesetzt wird, so soll Gleich. ItS y^y^ er- 
geben : folglich ist : = i/i -j- (.r, — a^, ) d! , woraus folgt : d\ —~ — ^ 

Wird femer x^x^ gesetzt, so soll y^if« sein, also: 
»•^yi+C^St—^fOdl+Cj-.-iC,) («8— oder: 
d" 1f9^Vi^( ^s — -ri)(i\ ( t/s — y>) + ( .Va — .Vi ) — (arg — X,)d\ 
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Setzt man hier, dem Ausdruck für analog, <j' = ^ — ^ 
' * * — 

80 wild 



Man ersieht liieraus, daü aus <3.! und ö\ auf dieselbe 

Weise gebildet wird wie diese (iröLien aus t/s ^'^^ '^^« 
und ♦/,. Man kann also folgendes Schema aufstellen: 



f ' Äj — ur, 



,U '^S — 



^« A 1 =— = , .11 ai 



Geht man auf dem oben eingeschlagenen W^e weiter, 
indem in Gleich. IG sukzessiv x = x*, usw. gesetzt ^ird, 

so findet man, daA die Koeffizienten dj", usw. eben die- 
jenigen Werte erhalten, die in dt m lufgestellten Schema be- 
recimet sind und die „dividierten Differenz^" genannt werden. 
Gleich, lö gilt also für l)eliel)i^e Argumente, wenn als Koeffi- 
zit ut^n die dividierten Ditterenzen ein£?e<!etzt werden; diese 
l'onael ist die Newtonsfhe Interpohitionsforniel. 

Gleich. 1') ist, wie leicht ersichtlicli . nur ein spezieller 
Fall der Newtonschen Foi incl ; .set/.l man nundich — = 
- ^ • • • • =* so gehen die dividierten Differenzen iu die 
Koeffizienten der Gleich. 15 Über. Von einem theoretischen 
Gesichtspunkte aus würde es daher richtiger sein, die im 
folgenden darzustellenden Operationen aus der Newtonschen 
Formel zu entwickeln und daduiTh ihre Gültigkeit für den 
allgemeineren Fall der dividierten Differenzen zu beweisen. Es 
handelt sich hier aber nur nm die praktische Anwendung der 
Interpolation«?rorlinnni; auf die j)sycholr)iri?;rhen Messungen, 
und wir wollen deshalb die Operationen mit dividierten 
Differenzen, die inuner ziendieh verwickelt sind, womöglich 
vermeiden. Mithin soll hier nur die Interpolation und Extra- 

8* 
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pülation mit iiicht-dividiertcn Differenzen besprochen %vtrdcn. 
Die liieriiii' geltenden Formeln werden auch iasi inaner deiu 
Zwecke der P^chologen genügen, weil die Messungen ao aiis- 
geffihrt werden kOiinen, doA die gemessenen Werte ftqui- 
distanten Aigumenteif entspreehen. In dem seltenen Falle, 
wo eine solche Versuchsanordnung unpraktisch sein wttrde, 
wird man dann am besten aus den Beobachtungsresultaten die 
entsprechenden Funkt ions werte für eine Reihe ftquidistanter 
Argumente mittels Gleich. 16 berechnen, um dann fernere 
Operationen mit diesen berechneten Werten auszuführen. Um 
daä Veifaliit 11 zu erläutern, betrachten wii* das folgende Bei- 
spiel etwas naher. 

Die Trausinissiouskoeftizienten eine» keilförmigen Dunkelglaaes 
werden «m besten auf die Wein bestimmt, dafo man die rotierende 
Scheibe, mit welcher dan Glas vei^dtchen wird, auf eine bestimmte 
Sektorgröfse einstellt, wHhreud der \'er(hinkhing8keil vor dem Spalt 
des PLotometers hin und her geschoben wird. Durch die Sektor- 
gröfse ist ein gewisser Transmissionskoeffisient bestimmt, und die 
Messung ergibt den Punkt am Mafsstab des Keiles, wo die Liefat- 
dnrchlilssijjrkeit eben der Sektorgröfse entspricht. Aus oiner Reihe 
solcher Messungen resultiert also ein System von Transmissioos- 
koeffisienten f als Funktion der Keillingc x. Da die geftindenen 
Werte x nur xafiUlig und aasnahmsweise Hquidistant werden kOnnen, 
ist OIpIo], IC, hier anzuwenden, wenn man die uiilit gomossenen 
Werte t/ berechnen will. In Tab. 4 sind die Kesultate einer t^olchen 
Messung angegeben; x ist die am Mafsstah abgelesene Keillänge, 
wo das Olaa den TransmissionskoeiSaienten y besitst. Unter Dif. 9 

Tabelle 4. 



X 


Dif.x 


y 




1 


f.r) 


(V) 


18,5 




0,778 






1 

, 20 


ij,76*) 


21 


8|5 


—0,0112 




1 




6 


0,750 


— 0,0047 


0/)0076 


30 


0,698 


87 








10 


0,728 


—0^83 


40 


0^810 


87 




— 0,0083 








0,e89 


— 0,00006 


50 


0,548 


43 


6 




—0,0008 






0,583 




0,00018 


60 


0,489 


58 


15 




— 0^0055 




U 


0,500 




0,00002 


70 


0,439 






— 0,0051 




69 


12 


0,444 


0,00008 


80 


0383 






— 0.0046 






8t 


18 


0,869 




0 


80 


0345 






— 0,0047 






88 




0i388 
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sind die Dififerenzeu der aufeiuanderfolgendeu Werte unter ii' und 
die diTidierton Differensen der FnnktioiiBwerte y angegeben. 

Differenzen hMliorcr Onlnung brauchen hier nicht mitgenommen zu 
verdeUf was im Kap. 12 dargetan wird ; Gleich. 16 ist also in der Form: 

«umwenden. 

Wir wiinsclu'u nun die den ilq|aidi8tanten Argumenten (of) ent* 
sprechenden Werte (y) zu berechnen. Wir haben dann z. B. ; 
yao^ 0,778 — (20—18,5) 0,0112 + (20—18,5) (20—21) 0,00076 
= 0,760 

y«, - 0,722— (80— 27) 0,0083— (30— 27) (80—37) 0,00006 0,698 

usf. 

Da die gemesseueu Werte mit Fehlern behaftet sind, können 
die daraas berechneten Werte aneb nicht fehlerlos sein ; diese Fehler 
mllssen erstansgegUchcii wcrdtMi. che man weitere Berechnungen unter- 
nehmen kann Die Folilerjiiis'^lcic Innig wird uns im £ap, 12 be* 
schäfligen, wo dies Ik'ispicl fortgesetzt wird. 

9. Ivfrrpolatt'fm und Frirnpohdiou. Ihiter Interpolation 
versteht man tlie Biiechiiiuig, thirch weloho Fun ktions werte 
zwischen die gegelxMicn eingeschaltet wciflen, während Kxtra- 
polation tlie Hcstiniiiuiug der Fmiktionswerte außerhalb der 
Grenzen der gegebenen bezeicluiet. Die im vorigen Kapitel 
besprochene Aufgabe ist ein Beispiel der Interpolation mittels 
Newtons Formel; hier sollen, wie schon oben gesagt, nur die 
verschiedenen, för äquidistante Argumente geltenden Formeln 
entwickelt werden, wodurch man sich das Verfahren in den 
TorkommcadAh Fällen ( rlcichtem kann. 

Gleich. 13, bez. Gleich. 14, ist die zur Interpolation am 
besten anwendbare Formel. Man braucht nur für n irgend- 
einen Bi'uch einzusetzen, um den Funktion*« wort F{ i\A~n d), 
Tosp. y -=F(Xp + nd), berechnen zu krmiifii. SclhstA erstjindlich 
hat man nicht nöti«^, .stets die Dilferen/.eu zu lioiuit/en, die 
in den schrägen, von oben nach unten laufenden Linien 

(A) a7", aV n>ss.) stellen. Man kann ebenso- 

wolil die Differenzen der von unten nach oben gehenden, 
schrägen Linien (a| .... A^', . . . . A^^ usw.) benutzen; 
jcdncli ist ihil)ei zn berücksichtigen, dnß Gleich. 13 niid ] f inn- 
für lnter])f)1ntionen in der Hichtnnc: der Diüerenzbildung ^"^1*1'^ 
sind. Das .Scheniii der DiÜ'ereiizen (S. 32) ist so zastande ge- 
gekommen , daü eine Z;ihl stets von der danuit-er stellenden 
subtrahiert wurde; die Dillerenzbihhum mlit alao von oben 
nach unten, und der Funktionswert F(.r^ r >' '0 i**fc ^'^^^ tvdachen 
ffp und yf>+i liegende Gröfie. SelbstverstHndlich kann man aber 
«bensowoÜ die Differenzberechnung in der umgekehrten Rich- 
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tung ausfahren, so daft stets eine untenstehende von der 
obenstdienden Zahl subtrahiert wird. Die numerischen Werte 

der Differeii/.on vrrändem sich dadurch nicht, luid man 
überzeugt sich leicht, daß nur die BiSerenzen ungerader Ord- 
nungen entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. In dem so 

ausgeführten Differenzschema spielen die Werte t/g, a', a", 

usw. ganz die nftmliche Rolle wie jfi, A|, A", Af" usw. 
in unserem obigen Schema (S. 32), und sie nnd daher statt 
der letzteren in Gleich. 13 oder 14 einzusetzen. Wünscht man 

also mit den in den au&teigenden sdurägen Linien stehenden 
Differenzen zu rechnen, so kann man sie in Gleich. 14 ein- 
setzen imd braucht nur gleichzeitig die Vorzeichen der Diffe- 
renzen imgorarler Ordnung zu verändern. Man erh&lt dann 
die folgende Interpolaüonsfomiel : 



«(n — 1) 



1-2 "^t'-t 

1:2:3 (Gleich. 17) 

Übiigens ist man nicht darauf beschränkt, mit den Diffe- 
renzen der schrägen I^nien zu interpolieren ; man kann ebenso- 
gut die in yerschiedenen Zickzacklinien stehenden benutzen. 
Sehr oft wird es am bequemsten, von den Diffinrenzen in der 
Mitte des Schemas auszugehen, z. B.: 

I ^" Ul V ^ TU 

A4 A, A4 Aj 

Gleich. 14 zufolge hat man: 
jf=i'{a;4+»a)s=iSf4+YA^-*— y --^^ H +.. 

Statt der hier vorkoiiimciuloii I lifFei i n/en A4 kann man 
die obigen, in der Zickzacklinie btrliendm eiiiscty.en. Aus dem 
vollständigen Schema der Differenzen (S. 32) ersieht man 
nftmlich, daft 

a:'=a|'+aJ" 

A"'= a'" + aI" aber: Af = A^' + A,' , folglich: 

A;" = A;"+Ar+A;' 

— ^r + A," aber: aJ — aJ + A^' + , folglich: 

Ar=Ar+2Ar + Ar+ A-". 

Geht man auf diese Weise weiter, so erhält man aus aJ 
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Glieder, die aJ, aJ^\ aJ'" und höherere Differenzen, da- 
gegen nicht und niedrigere Differenzen enthalten. Setzt 

man also nur die Ausdrücke für die Differenzen bis A^ ein, 

so werden diese Glieder der Gleichung voUstftndig. Man findet 
dann: 

iH»-2) ^iT_^ ^e,^^ 

woraus dun besetz, nach welchem die Glieder gebildet werden, 
leicht zu ersehen ist. Wenn man mittels Gleieli. 1?* inter- 
poliert, erhält man Funktiontswerte, die den Argninenten 
zwischen und entsprechen. Wünscht man dagegen die 
den Argumenten zwischen ar« und x.^ entsprechenden Funktions- 
werte, braucht man nur — n statt n in Gleich. 18 zu setzen 
und hat dann: 

lüi^i-j +11 /'^(« ^ Ar - (Gleich, m 

Es la.ssen sieb noch viele andere Formeln entwickeln; 
eine zu große Mannigfaltigkeit der.selben \\ürde alier nur den 
Überblick erschweren, weshalb wir uns mit den hier ge- 
gebenen begnügen; sie genügen tatsächlich auch in allen 
FflUen. Es fehlen nur noch die Extrapolationsformehi. Wir 
erhalten dieselben einfach aus den Interpolationsfoimeln, in- 
dem — n statt n gesetzt wird. Für Extrapolation unterhalb sc^ 
(vgl. Schema S. 32) geht man am besten von Gleich. 17 aus; 
wird hier — n .statt n und ^ = 8 gesetzt, so nimmt die 
Gleichung die folgende Fonn nn : 

«— j." . {w-M)n .11 (n + 2)(M+l)n III 

(Gleich. 20). 

Für die Extrapolation oberhalb Xj wendet nmn Gleich. 13 
an, indem — n statt n gesetzt wird; die Gleicliuiig geht daim 
in folgende Form über: 

tf^Fi.,^nd)^y,^ ^A; +(!i+^)i?A:'-Öi±f^ 

(Gleich. 21). 

Die Extrapolation ist immer eine mißliche Sache, wenn 
nicht besondere UmstAnde gewährleisten, daft dasselbe Gesetz, 
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welches innerhalb der Grenzen der gefundenen Funktionswerte 
gültig ist, auch außerhalb dieser Grenzen zur Geltung kommt. 
Ist dies aber der Fall, so läfit sich die Extrapolation nur 
dann mit Genauigkeit ausführen, wenn die betreffende Extra- 
polationsformel wirklich das Gesetz ausdrückt. Trifft dies 
nfimlich nicht zu» so können die mittels der Formel berechneten 
von den richtigen Werten erheblich abweiche. Nun stellen 
misere Extrapolationsformeln , wie die Interpolationsformeln, 
algebraische ganze Funktionen dar, und folglich können die 
Funktionswerte nur dann nnch den Foriiieln trenau berechnet 
werden, wenn die Funktion y—Fi.r} eine algebraische ist. 
"Wir untersuchen deshalb zuvörderst die DifferrnTien iranzer 
Funktionen, um ein Merkmal zu finden, narh welcheni sich 
' entscheiden liilit, ob eine vorliegende Reilie Messungen durch 
eine algebraische Funktion ausgedrückt werden kann. 

10. Ih'e Differenzm gamer Funktionell, Es ady =F(x\ eine 
ganze Funktion; sie kann dann folgendermaßen geschrieben 
werden: y :=aodP*+aia^'+ . . . wo n eine ganze Zahl ist. 
Werden dem x sukzessiv die Werte XQ^XQ-^-d^Xo-^^d . . . . 
gegeben, erhält man die entsprechenden Werte y, n&mlich 
Pti 9» ■ Es sind dann die Differenzen erster Ordnung 
A' Fu+il) — F(x)^ n.T"-^ (f+ . . .; woraus ersichtlich ist, 
d.iß der Graii dieser Differenzen um eine Einheit kleiner ist nls 
der Grad der Funktion. Der Grad der DiffcrenziMi zweiter Ord- 
nung wird dann wiedei- um eine Einlieit kleiner, usw. Folij- 
lich wird A" den Grn<l <» liabeu und ist also konstant, weil .r 
nicht darin eingeht. Da z:^" — konst. , wird A"+' = ü. In 
diesem Falle wird also die Anzahl der Differenzen eine end- 
liche, und die Funktion läßt sich mittels eines Funktions- 
wertes, der Differenzen und d genan*ausdrflcken. 

Ob die Beziehung zwischen den Argumenten und den 
Funktionswerten in einem vorliegenden Falle sich durch eine 
algebraische Funktion ausdrücken «Ußt, ist also daraus zu 
erkennen, daß die Differenzen höherer Ordnung scblieftlich 
Null werden, oder wenigstens cremen Null konver^Heren, wenn 
mnn nicht üher so viele Funktionswerte verl'ÜLrt, daß die kon- 
stanten Differenzen berechnet werden können. Die Funktionen, 
um die es sich bei den p«;yrholopi.schen T'ntersuchungen 
handelt, sind nun j^ewtdudich nicht algebraisch, und man er- 
hält daher eine unendliche Reihe von Differenzen, oder mit 
anderen Worten: die Funktionen kOnnen nicht mittels einer 
endlichen Anzahl Glieder der Gleich. 18 — 21 ausgedrOckt 
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werden. Das Resultat einer Interpolation wird also in diesem 
Falle nie vollständig genau; die Genniiigkeit wird aber um 
so grüüer, je mehr DifiFerenzen l>e rück sichtigt werden. Die 
Bestimmung z. B. des Maxinmniwertes einer Funktion wird 
hierdm-ch zuweilen recht umständlich. Die Berechnmigen sind 
zwar sehr ebifach, wenn aber mit einer großen Anzahl Diffe- 
renzen viele Interpolationen ausgeführt werden mfissen, um 
den Maximumpnnkt mit einiger Genauigkeit zu beatinunen, 
kann die Arbeit dennoch viel Zeit beanspruchen und wird 
oft endlos; aus dieser Schwierigkeit heraus führt uns aber die 
folgende Betrachtung. Die Funktion »/=jP(r)kann immer 
graphisch als eine Kurve dargestellt werden. Ein hinreichend 
kleines Stück irgendeiner Kurve kann aber stets als eine 
Kur\'e ersten, zweiten oder dritten Grades betrachtet werden. 
Hat man also durch genaue Interpolation einige einander nahe- 
liegende Funktionswerte Im stinnnt. so un d (-s sich zeigen, daß 
die Differenzen dieser 1- luiktionswerte bald konstant werden. 
Sind = koüst., so werden folglich A^^ — 0, und Gleich. 18 
reduziert sich dann auf die folgende Gestalt: 2^ = 2^4 + 1* A'- 
Sucht man z, B. das Argument, das einem gegebenen Funkttons- 

wert ff ^ a entspricht, so hat man: 

a — r? 
n = ~ri" , woraus : nd — — r (« — i/*) .... (Gleich. 22 j. 

Gleich. 22 ist die bekannte lineäre Interpolationsformel, 
die u, a. bei der Interpolation der Logarithmen Anwendung 
findet. Auch in dem Falle, wo erst A^^konst. und folglich 
^iiT _^ 0 werden, ist eine einfache Bereclmung des Argumentes 
möglich. Gleich. 18 nimmt dann die Form an: 

» = + f Ai+--<^W. 

Wird hier wieder jf~at so kann n aus der quadratischen 

Gleichung : 

/2 aI \ 2 
«»+w(— ß-l) n(a — y^) = 0 (Gleich. 23) 

bestimmt werden. Handelt es sich endlich um die Bestimmung 
der Lage eines Maximum- oder MininuimpLmktes, so braucht 
man nur eine Kurve dritten Grades durch die interpolioten 
Funktionsweise legen zu kömien. In diesem Fall ist also 

A^^ = 0, und man hat: 

, n{n — l) II in+l)n(n^l) ui 

y==y4+r^4+ irr'^» ^ — — ^ • 
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Dio Lage des Maximumpunktes ist dann bestimmt dm-ch 
die Gleichung: 

^=-a;+-^(2« — l)+-^(3n« — 1)=:0 . (Gleich. 24). 

Die Abszisse kann also liiei- ebenfalls mittels einer 
quadratischen Gleichnnfr berechnet werden. Es bedarf keines 
niiheren Nachweises, daü man sieh die Berechnungen mittels 
üieieli. 22 — 24 bedeutend abkürzen kann. 

13eii>piele. Dafs die Differeuzen einer transsendenten Funktion 
ungeflihr konstant werden können, wenn man nnr die DifTerensen 
der Argumente hinreiclieud klein nimmt, ist aus der Lü{j;aritliincn- 
tafel zu ersehen. In den untenstehenden Auszügen dieser Tafel sind 
die Werte ar, y — lug x und die Diflferenzen teils für x — 1000, 
1100, 1200 usw., teils Ar «»1000, 1001, 1002 nsw. an%e(Uhrt. 



X 


f 






A"' 


se 


y 


A' 


1000 


0000 


414 






1000 


0000 


4 


1100 


0414 


378 


—86 


5 


1001 


0004 


4 


1200 


0792 


847 


—n 


e 


1002 


0008 


4 


1300 


1189 


322 


—26 


3 


1008 


0012 


5 


1400 


1461 


800 






1004 


0017 


4 


1500 


1761 








1006 


0021 





WUhreud fiir die orsteren Funktionswerte nicht einmal die Difierenzen 
vierter Or<liuuig konstant -werden, erweisen sich dagegen <}'\e 
Differenzen erster Ordnung als konstant, wenn die Dififerena der 
Argumente genügend klein geworden ist. In diesem Teile der Talel 
kann daher Hneilr, mittels Gleich. 22, intwpoltert werden. Dies 
heifst mit anderen Worten nur. dafs wir eine numerische Gleichung 
von der Fnrrn V— logxuut He/ug auf" x {^enau l<'isen kiinnen. Das- 
selbe \ i^rhüa eu läüst sich geibstverstaudlich auf jede audere Gleichung 
y ^ F(x) anwenden, wenn nur die Funktion F solcher Art ist, dafo 
die den gegebenen Werten x entsprechendem Werte jf sich berechnen 
lassen. 

Auf diese Weise läfst sich die Gleichung: r = r^-\'Ur' (Gleich. 4 a) 
mit Besug auf r Iffsen, wenn u und v bekannt sind. Man berechnet 
dann eine Tabelle Uber die Werte Tg = r — u- r' . indem man dem 
Argrnmente r Hquidistante Werte beilegt und die konstante Differenz d 
dieüt^r Werte so klein nimmt, dafa die Differenzen erster Ordnung 
des r, als konstant angesehen werden dUrfen. Eime solche Tafel ist 
beispielsweise in Tab. 6 wiedergegeben'). Der Wert r, der einer 



') Vgl. l.ehmann.Beitriifre ztir PsychodyuamikderGewicbtempfindungcn, 
Archiv f. Psychologie, Bd. 6, S. 444. 
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gegebenen Gröfse r^— a eutspricht, kunu hieraus durch Interpolation 
naeh Gleich. 22 g«flinden werden. Ist s. B. a ss 700, «o hat aan 

250 

»rf = -^-(700— 475j— 240. Also ist der gesuchte Wert r = 500 
+ 240 ^ 740. 





Tabelle 5. 




r 


d 


»•2 




250 




239 






250 




230 


500 




475 






250 




284 


750 




709 






250 




233 


1000 




942 





Liegt der häufig eintretende Fall vor, daü die Differenzen 
höherer Ordnungen divergieren, stets grOAer werden, so können 
die Messungen lüso nicht durch eine algehraische Funktion aus- 
gedrückt werden. Es lAAt sich aber dennoch recht wohl 
interpoli^n, wenn man nur von einem Funktionswerte aus- 
geht, f^or dem betreffenden Intervall mOg^chst nalie liegt, 
und eine hinl&ngUche Anzahl Differenzen berücksichtigt. Soll 
2. B. zwischen oder interpoliert werden, so geht man 
entweder von t/^ oder 1/5 ans und intt rpoliert mittels der in 
der Zickzacklinie stillenden Differenzen (Gleich. 18 l>/w. 19). 
Um das Verfahren zu zeigen, führe ich hier die Herechnuugen 
eben für einen Fall vollständiiar durch, wo die Differenzen 
höherer Ordnungen divergieren, und wo folglich die Bestimmung 
eines ALiximumpunktes recht umständlich werden kann. 

Beispiel'). Als Resultat einer Messung ist gefanden, dafa den 
Argumenten: 

x= 1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500 1550 

die Fttuktiouswerte : 

y = 2 16 40 42 43 26 11 0 
entsprechen, und es fragt sichjetxt: Für welchen Wert des ^e-wird ff 

MaximnmV Wird flic Funktion graphisch dar^^ostellt, indem man x 
als Abszisse, y als Ordinate absetzt, so sieht mau (vgl. Fig. 4), dals 
das Maximum walirscheiulich zwischen a;==1350 und a;=1400 fällt. 
Um die Grensen einsuengen, wird man dann damit anfangen, 
y = F\l'67ti) zu bestimmen. Es werden also die Differenzen wie 
im untenstehenden Schema berechnet und die Interpolation nach 
Gleich. 18 ausgeführt, indem n = 0,5 gesetzt wird. Mau erhält 
dann die sokiessiven Koeffisienten: 

1 1 3^ _3_ ___5 5__ 

¥' 8' 16* 128 * 256' 1024 ' 2048 * * * 



>) Beitruge zur PsycbodTnaauli, S. 482—486. 
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Diese Kotiflizieuten kommeu immer vor , weun niau die Mitte 
tnttteU Gleich. 18 interpoliert, d. h. wenn man in dieser Inter« 
polationafiMmel n— 0,5 setzt. Dem Schema: 



X 


y 


A' 








A«^ 


A" 




1200 


2 


14 














1250 


16 


24 


10 


—82 










1300 


40 


2 


— 22 


21 


58 


— 91 






1850 


4U 


1 


—1 


— 17 


— M 


75 






1400 


43 


—17 


-18 


20 


87 


— 56 


—130 




1450 


26 


—15 


2 


2 


-18 








1500 


11 


— 11 


4 












1550 


0 

















entnimmt man dann, Gleich. 18 genütfs, die hervorgehobenen Dilfo- 
rensen. Ee ist also: 

,„.1.1 17 114 , 225 «30 , 1480 
y..T.==42+-+ + ,ir-ll^. + 256— 1024 + 27.48 = 

Aus dem gefuudeueu Wertu ffizn ersieht mau, dafs dos gesucht« 
llaximnm xwiBcben m s 1375 und x — 1400 lieft. Um die nllhere 

Bestimmung desselben möglichst 













\ 




1 




























ri 


1 1 
















j 











1 — 
















1 


— ' 












— /— < 














r 












12Q0 11 


iOO 1400 15 



p^enau und hf»qnpm nnszufllhreu, 
köunen wir Gleicii. 24 in An- 
wendung bringen, tn welchem 
Zwecke et notwendig wird, die 
Fuuktionswerte '/.n hf»st Immen, 
welche * — 1380, 1385, 1390 
nnd 1895 entsprechen. Da es 
uns aber nicht auf die absoluten, 
sondern nur nuf die relativen 
Worte deä y ankommt, brauchen 
wir bei dieser Berechnung nicht 
slimtliche DifTficnzea mitan« 
nelimeu; hesrlniinkt man sich 
aber auf die Ditferenzeu bis 
sechster Ordnung inkl., moTs 
selbstverstSndlich auch iftmn n**^ 
dersellion Anr.Mi! DitTiTfii/cn I'p- 
^ rechnet werden. In dem vor- 

liegenden Falle erhalten wir 
mittels der Differenaen bis sechster Ordnung das folgende Resaltat : 
x= 1375 1380 1385 itl") 1395 
42.87 43,06 43,21 43.27 43.17. 
Bilden wir hier auf gewöhnliche Weise die Differenzen, so zeigt 
es sich, daft A'^' als konstant angesehen werden darf. Man findet: 
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t/ 

ff 






A'" 


lato 










1380 


48,06 


045 


—0,04 


—0,05 


1885 


48,21 


0,06 


—0,09 


— 0,07 


1890 


43,27 




—0,16 








—0,10 




1895 


4847 







Setzen wir also in Gleich. 24 = 0,06, A^' — — 0,09 und 
A'" ^ —0,07, so erhalt man n = 0,722. Da hier aber d = 5, 
wird n'd— 3,6 and folglich der gesuchte Wert der Abszisse des 
IfiuimnmpuaktM 1885 + 8,6 = 1889. 

W&brend die Intorpolation, bei geböriger Yoraicbt, auch 
in dem Falle brauchbare Werte gibt, wo die Differenzeii nicht 
gegen Null konvergieren, führt die Extrapolation unter diesen 
Umständen meistens zu sinnlos«! Besultaten. Man muft daher, 
wenn die Operation unvermeidlich ist» eine Formel finden, die 
von der gegebenen Funktionswerten vollständig befriedigt 
wird. Sebr oft gelingt es, wenn y = F{x) nicht algebraisch 
ist, log. )/ durch eine algebraische Funktion auszudrücken. 
Zeigt es sich, dalä die Differenzen der Wf i ti log. y gegen 
Null konvergieren, so kaini man niitleiN dit.ser Differenzen 
extrapolieren; sicherer wird es jedenfalls, erst die wahr- 
scheinlichen Konstauten (vgl. Kap. lö) zu bereclmeu und dann 
die Extrapolation auszuführen. Wir gehen liier nicht nSher 
auf diese komplizierteren FSlle ein, die wohl selten oder nie 
bei psychologischen Untersuchungen vorliegen werden. Es soll 
hier nur an einem Beispiele nachgewiesen werden, welche 
Sinnlosigkeiten die Extrapolation ergeben kann, wenn sie 
unter Umstanden ausgeführt wird, wo die Formeln nicht stich» 
halten. 

Mit Bezug auf die ebeu besprocheneu Messungen suchen wir 
den Wert x <C 1200, fUr welchen y = 0. Die Berechnung ist mittels 
Gleich. 21 auszuführen. Da die Fig. 4 es wahrscheinlich macht, dais 
der gOBnchte Wert zwischen jE= 1200 und s= 1175 liegt, fangen 
wir damit «n, yins zu berechnen, zu welchem Zwecke in Gleich. 21 
n — 0,5 gesetzt wird. Ks 7.^'\<^i sich nrm sofort, dafs die Formel nicht 
von den Messungen befriedigt wird, denn während man sonst um so 
genauere Besvltote erhält, je mehr Difibrenien berUeknchtigt werden, 
s ti itt hier das Entgegengesetzte ein. BeadurUnkt man sieh auf die 
Bifferensea bi» sweiter Ordnung, fiudet man 

yim = 2— i • U + f • 10=- -1,75; 
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der gesuchte Wert lieg:t also zwischen 1175 und 1200. Wird «ber 
Zl'" heraugezogen, hiidet mau 

9im = 2 . 14 + 1 . 10 + ^ . 32 = 8.25; 

wird auch A'^ mitgvnommen, resultiert: 

yin» - 2 --^ . 14 + - . 10+ 32 + -58 = 22,75. 

Du» Ke»ultat wird aUu tHt»acliiich uui so sinuloser, je mehr Differenzen 
berlickBichttgt werden, wm sieh tlbrigene vorauueben liefs, indem die 

Dlffereuzcu nicht gegen Null konvergieren. 

Würde mau hier, um eine geriaup Extrapolation zu ermfigliclipn. 
den oben angedeuteten Weg einHchlagt n, die Differenzen de» log. y 
va bilden und mittel« derselben sn extrapolieren, so wftre, dem An- 
schein nacbf gar kein lie»ultat zu erhalten. Die Differenzen des 
loj». p konvergieren nämlich g*';;<'n Null, und folglioli läfst sich log. y 
als eine algebraische i*\inktion ausdrücken. Nun kann man aber 
y = 0 nur dann haben, wenn log. y ^ — oo, was nicht mittels einer 
endlichen Anzahl Werte erreicht wird. Dlei^ Heaultat ist nun eigent- 
lich richtig, denn die vorliegende Kurve ist eine Fclilcrkurve . die 
asymptotisch zur Abszissenachse verläuft, d. h. die Wahrscheinlich- 
keit eines beliebig groisen Fehlers wird nie Null. In praxi Uber- 
schreiten die Fehler aber kaum eine gewisse OrOfse, und die Fra^, 
wann wird, ist daher keine sinnlose. Mit genügender (Ge- 

nauigkeit wird sie beantwortet, wenn mau nur die auf dem auf- 
steigenden Aste der Kurve liegenden Punkte berücksichtigt, also 
nnr mittelss nnd extrapoliert. Man findet dann jr— 1187. 

11. Die Fehler der Funktionfwerte» Das Resultat einer 
endlichen Anzahl Messungen kann, wie schon oben heiror- 
ü l oben, nicht den wahren, soiuk'rn mir den wahrscheinliclion 
Wert der genies.senen (irö&e ergeben. Wenn also eine Reihe 
Werte y ^ F{x) gemessen ist, nmü darauf gerechnet werden, 
daß jeder dieser Werte mit einoni Fehler behaftet ist; statt 

Vu Vi, Ha '^"iti gefunden worden yj + f», yg+Za , 

wo die Fehler f\, /g» /s • • • ■ >^owohl nes:ativ als positiv sein 
können. Werden die Differenzen der gemessenen Funktions- 
werte berechnet, sind folglich auch diese Größen mit Fehlern 
behaftet. Gleich. 11 zufolge wird die Differenz n'"" Ordnimg 
mit dem Fehler q>" beliaitet: 

Subtrahiert man hiervon die fehlerfreie Differenz: 

A ». w , » (n — 1) 

^ 1 .v«+i — Y y""^ — — ^""^ — 

so erh&lt man den Fehler: 
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E^s ist hieraus ersiclitlicli , daß der Fehler, iiiit welchem 
jede Differenz behafte t ist. auf <]iosellic ^^'cise aus den Fehlem 
der Funktion gebildet werden kann wie die Differenz an« den 
fehlerfreien Funktionswerten. Wenn man also den Eintiuü (b-r 
Fehler untersuchen will, setzt man einfach if = 0 und bildet 
nur die Differenzen der Fehler. Die Tab. ü zeigt die Fehler 
der Differenzen, wenn ein Funktionswert den Fehler 1 hat. 
Wie man sieht, verbreitet sich der Einfluß des Fehlers, und 
seine GrAAe wird in der Differenz Ordnung gleich den 



Tabelle (3. 



X 


1 . 






^III 












0 




0 




1 0 




l 


i • 




0 




0 










0 




0 








2 


0 




0 








- 6 






0 




1 




— 5 




3 


0 




1 




—4 




15 






1 




—3 




10 




4 


1 




—2 




6 




-20 






—1 




3 




-10 




5 


0 




1 




—4 




16 










-1 




5 




6 


0 




« 




1 




-e 






0 




0 




-1 




7 


0 




0 




0 




1 






0 




0 









Koeffbiienten des Binomialausdiiickes, Das Maximum der 
Fehler der Differenzen liegt in dei'8ell)en Reilie wie der 
Fehler des Fnnktion^^wortes (vgl. Tab. t>). so ilaJi man sofort 
den mit dem i-ulilur beluiftcten Fnnktionswcrt nachweisen 
kiinn. Hierauf beruht die ^Differenz[)nifiinu , welcher eine 
berechnete Tabelle innner unterzogen werden sollte. Die 
Differenzen der exakt berechneten Fimktionswerte k<HiYergieren 
n&ndich gegen Null; kommt dagegen irgendwo ein Fehler TOr, 
so wachsen die Differenzen, und der fehlerhafte Wert Ift&t sich 
nach der angegebenen Regel ausfindig machen. 

Wenn die Funktionswerte j/g, ^8 • • • • wiederholten 
Messungen richtig abgeleitet sind, so können (h« Fehler der- 
selben, /i, ftj als unausgeglicbene zuf&Lüge Fehler an- 
gesehen werden, (Ue teils positiv, teils» negativ sind. In diesem 
Falle können die Fehler .so gegeneinander ansgeuliehen werden, 
daß die wahr.scheinliche Größe jedes einzelnen Fnnktions- 
wcttes sich bestimmen läßt. Das Verfahren dieser Ausgleichung 
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wird aber ein vprschiedones, je nachdem die auszugleichenden 
Fehler «ierselhen oder verschiedener Onhiung sind. Die Be- 
deutung dieses Unterschiedes wird aui besten durch ein paar 
Beispiele erläutert. 

Nehmen wir an, dali versclüedene Längen, die kleiner uls 
1"' sind, mit demselben, in Millimeter geteilten Meterma^tabe 
gemessen werden, und daft stets dieselbe Genauigkeit au- 
gewandt wird. Da mit dem blofien Auge eine GrOfie kleiner 
als 0;5 mm kaum mit Sicherheit geschätzt weiden kann, 
müssen wir davon ausgehen, daß jede Messung ohne Räck- 
sicht auf die Größe der gemessenen Lftnge mit einem Fehler 
von + 0,5 mm behaftet sei. Ob die gemessene Linge 2 mm 
oder 992 mm ist, macht in dieser Beziehung keinen Unter- 
s'( lne(i : die Fehler sind von den geme.ssenen Längen un- 
abhängig, sie sind sämtlich derscllten Ordnung. Ganz anders 
verhält es sich dagegen bei der Vergleichung von Reiz- 
intensitäten, z. B. bei plidtoniftrisehen Bestiiiiniuiigen. Da 
der ebeniiierkliche Unterschied durckschiiittlich auf Vioo der 
▼eri^ichenen ReizgrOAen angesetzt werden kann, wird der bei 
einer photometrischen Bestimmung gemachte Fehler den 
jewefl^f in Betracht kommenden ReisgrOfien proportional. 
Bei einer ReizgrOfie 10 wird der Fehler ± 10~' , bei einer 
Rei^|r6ße 10* wird der Fehler dagegen 4^ U)*, d. h. die Fehler 
sind ganz verschiedener Ordnung. Hierauf ist selbstverständ- 
lich bei der Fehlerausgleichung Rücksicht zu nehmen, weil 
sonst die kleinen Größen nach der Ausgleichung mit Fehlem 
behaftet sein können, die grAßer nls (bV Werte selbst 

und folglich durchaus sinnlos sind. Die Meiiiode der Fehler- 
ausgleichung muß also eine ganz vers( liied(»ne sein . je nach- 
dem die Fehler derselben Ordnung oder den gemesseneu 
Größen proportional sind. 

12. Am^fiei^ung von Fddem dersdhen Ordtmiff, Das 
Prinzip der Fehlerausgleichung l&ftt sich am besten durch eine 
graphische Darstellung veranschaulichen. Die Funktion if=^F{x) 
l&ftt sich immer als eine Kurve abbilden, indem die Argu- 
mente X als Abszissen, die entsprechenden Werte y als Ordi- 
naten abgesetzt werden ; eine Kurve durch die Endpunkte der 
Ordinaten stellt dann die Funktion dar. Es sei diese Kurve 
a cf (Fig. 5). Da die gemessenen Funktion« werte tfi, yg, t/a • • • • 
mit Fehlem behaftet suid, liegen die Endpunkte der Ordinaten, 
a, fc, c . . . ., nicht in der Kurve, sondern weil die Felder 
teils positiv, teils negativ sind, bald oberiiuib, bald unterhalb 
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derselben. Die sukzessiirea Endpunkte werden durch Goade^ 
ab, bCy cd . . ., verbunden und diese Geraden halbiert, was 
z. B. auf die Weise ausgeführt werden kann , daß in der 
Mitte zwischen j-, und J j, r« und usw. Senkreclite errichtet 
weiilen; wo diese die Linien ab, bc . . . schneiden, liegen die 
betreüenden Mittepunkte n , p , q . . . Werden diese Punkte 
wiederum durch Gerade, np, pq . . verbunden, so schneiden 
diese Geraden die Ordinaten yg, ... in Punkten, die der 
Kurve nfther liegen als die Punkte e . . .; die positiven und 
negativen Fehler haben sich teilweise ausgeglichen, so daß die 
auf diese Weise bestimmten Ordinaten genauer sind als die 
ursprOng^hen. Wird das Verfahren nochmals wiederholt^ 
kann man der Kurve noch näher kommen, usw. Die Methode 
ist aber, wie aus der Figur ersichtlich, nur dann anwendbar, 




Fig. 5, 

wenn die Ai'gumente einander so nahe liegen, daß die be- 
trejffende Strecke der Kui ve als eine Gerade betrachtet werden 
darf. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, wie z. B. bei den 
Punkten e, f^y, so lulul die Ausgleichung zum entgegeugeset^ten 
Resultat. Werden die Mittepunkte der Linien ef und fg 
verbunden, schneidet diese Gerade die Ordinate ^ einem 
Punkte, welcher von der Kurve weiter entfernt li^gt als f. 
In diesem Falle muß man also einen anderen Weg gdien; 
dieser wird aber am leichtesteii verstftndich, wenn wir vorerst 
die praktische Ausführung des besprochenen Ihterpolations^ 
Verfahrens erörtern. 

Die Ordinate y,,, deren Endpunkt n (Fig. ö ) ist, hat die Lftnge 
i^Vi + '/^V Diese Größe erhält man aber eben, wenn man die 
Mitte Hiterpoliert un^l flabei nur die Piffeienzen erster Ord- 
nung berücksichtigt. Gleich. 13 zufolge iiat man dann nämlich; 

y^ = ^'(«+i<^)=yi+T aJ; da aber; Aj=yg— y», wird; 
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Das Verfahren, d&s wir oben graphisch dai'gestellt haben, 
kann also arithmetiBch so ausgedrftckt werden, daft erst die 
Mittelwerte Pß der gegebenen Funktionswerte und aua diesen 
6r56en wieder die Mittelwerte beredmet werden. Die so 
erhaltenen neuen Funktionswerte beaeiclmen wir im folgenden 
als (y). In praxi fObrt man die Berechnungen am bequemsten 
sukzessiv aus, wie es hier angegeben ist ; man kann aber auch 
iy) direkt, mittels einer Formel, berechnen. Es seien ^i, |f« 
und yg drei gegebene Funktionswert«; man hat dann: 

y*«— 4-(sri+yi) and^^s=|(y, + y,); foiglieh wird: 
W = l(y«+y;.) = i(»/,+2yt+y,) (Gleich. 25). 

Wiederholt man die Operation nochmals, erhält man erst 
die Werte (yu) und aus diesen die zweimal ausgeglichenen 
Funktionswerte {{y)). Inwiefern nun diese ausgeglichenen 
Funktionswerte (y) oder ((y)) der Kurve näher oder femer 
liegen als die gemessenen» hängt, wie wir gesehen haben, von 
der Gestalt der Kurve ab ; wenn die zwischen den Argumenten 
liegenden Strecken der Kune nicht als Gerade betrachtet 
werden können, wirkt die Ausgleichmig nachteilig; sie ist zu 
stark. Je mehr Differenzen man aber bei der Ausgleichung 
berflcksichtigt. um so schwärlior wird die Aiisgleicluuig ; wurde 
man sämtliche zur \'ertuguug stehende Dittereu/.en - also 
bis A" ^ wenn n Funktionswerte gegelfoii siiul - l>eni('k- 
sichtigen, lande gar keine Ausgleichung statt. Da es nun fast 
immer möglich ist, eine Kurve zweiten Grades mit einer kleinen 
Strecke der Kurve zur Deckung zu bringen, so braucht man 
also bei der Interpolation nur die Differenzen zweiter Ordnung 
mitzunehmen, um eine Ausgleidiung zu erreichen, durch welche 
man sich den fehlerfreien Funktionswerten überall nähert. Die 
Methode schlägt wohl nur dann fehl, wenn die Kurve Spitzen 
hat, mit welchen Kegelschnitte nicht zur Deckung gebracht 
werden können. Dies gilt /war auch von den Wendepunkten; 
durch ein genügend klenies fStüek d< r Kurve läljt sieh hier 
jedoch immer eine Gerade legen, so (iaü keine groüou Ab- 
weichungen entgehen können. Wie stark die AusgK K liiuig 
in jedem gegebenen Falle wird, läüt .sich wohl nicht beiecluien ; 
man kann sich aber stets durch eine graphische Darstellung 
von der Wirkung der Au^leichmig überzeugen. Durch Wieder- 
holung der Operation kann man schliefflich alle partiellen 
Marima zum Veoschwinden bringen; ob dies aber in einem 
vorliegenden Falle richtig ist oder nicht, hängt ganz von der 
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Natur der Ersrhrimmg und von dem zu orroirlipuden Zwecke 
ab. Die allgcinciiien Gesichtspunkte, die hivv /in- Geltung 
kommen können, sollen «später (Kap. 2»)) besprochen worden. 

Die Methode ist ai>o einfach folgende: Nehmen wir an. 
daü wir q Fun ktions werte, , . . . y^, den äquidistanten 
Argumenten r^, Xi . . . ;r, entspreehend, haben. Es werden 
und berechnet, dem Schema (S. 82) gemäß, darauf 
sftmtliche Werte = F*(a>+0^-fl). Diese Berechnungen 
werden nach Gleich. 13 au^gefOhrt, die für diesen Fall die 
Form: 

y.«J'(a^ + 0,5d)=y„ + iAi— iAj' . . . (Gleich. 26a) 
annimmt. Gleich. 20 a genügt ab^ nidit für den letzten Wort 
f/u ; hier kann z. B. Gleich. 18 angewandt werden, und zwar 

in folgender Form: 

y^ = JF'.(«,-i+0,5.rf) = f,-i+iAj_j-iAji4 . (Gleich. 26b). 
Aus den gefundenen Werten i/„ werden wieder die Differenzen 
und A" gebildet und nochmals die Mitte interpob'ert. 
Daraus ergeben sich die korrigierten Werte (y). Diese Inter- 
polation kann zwar wieder mittels Gleich. 2<ia ausgeführt 
werden; viel bessp?- ist es aber, jetzt so weit möglich Gleich. 2fib 
anzuwenden, weil sich dann die ausgeglichenen Werte den 
gegebenen enger anschlieüen. Wenn man näinlich in Ix'iden 
Fällen mittels Gleich '2(')ii interpolierte, so würde z. B. (y^) 
durch die folgende, ganz asymmetrische Formel bestimmt werden : 

(|fi^= TiV (^»y2*+3(;f/„+30i/, - 12^5+1/«). 
Wendet man dagegen bei der Bestimmung der Werte die 
Gleich. 26 a und bei der folgenden Bestimmung der Werte (y) 
die Gleich. 26 b an, so erhält man den symmetrischen Ausdruck : 

(!/2) = TrV (-3i/, + 12»/,+44.V8+12y4 — 3J/6), 
wodurch eine Verschiebung der event» vorkommenden Maximums- 
punkte vermieden wird. 

Ist die Ansijleichung nicht tjenii^^end stark, muli das Ver- 
fahren auf genau dieselbe Weise wiederholt werden; es ist 
aber dann gewölmlich notwendig, an den beiden Enden der 
Reihe zu extrapolieren. Hierzu dient am oberen Ende Gleich. 21 : 

y„ = Fu ^ — (J,.-. • ) = y, — j A I + 1 . . . . (Gleich. 26 c) 
und am unteren Ende Gleich. 20: 

y^=^F(j:,-\-(),b-fJ) .V, -f ^ aI-, • • (Gleich. 2'ld\ 

Es zei^t sich oft, wie die resiiltirrenden Werte ((?/)) so 

wenig von (y) differieren, daü eine Fortsetzung der Ans- 

gleichung ganz überflüssig wii'd ; es kami aber auch vorkommen, 

4» 
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daß eine nochmalige Wiedorholunj,' notwendig ist, uiu eine 
glatte Kurve henorzubrmgen. Es liiiit sich hier keine all- 
gemeine Regel geben; die Stärke der nötigen Ausgleichung 
wild hauptsächlich von dem jeweilig zu erreichenden Zwecke 
abhängen. 

Bas Verfahren und die praktische Anordnung w^en 
durch das Beispiel Tab. 7 erleuchtet. Die Werte x and if 
sind die in Tab. 4 berechneten; der Einfachheit wegen sind 
hier tlhet nur die Dezimalstellen aufgeführt. Für die beiden 

ersteren Ausgleichungen sind die Differenzen angegeben, für 
die beiden letzteren nur die Kesult<nte. Wie ersichtlich, ver- 
ändern -ich die Werte y fast irnr nicht; durch (He früheren 
Berechnungen (vgl. T.ab. 4) haben sich die Fehler mIso fast 
vollständig ausgeglichen. Die Werte ((]/)) geben eine ganz 
glatte Kurve. 



T ;i h 0 1 ] 0 
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y 










A" 


iM) 




m) 


















816 




20 


760 












774 




0,774 






-062 




792 








732 




80 


698 




-026 




-Obi 




G91 




0,689 






—088 




651 




005 




649 




40 


610 




021 




-076 




611 




0,610 






— Or>7 




575 




017 




575 




543 




013 




-059 




544 




<V545 






—054 




516 




008 




517 




eo 


489 




004 




-051 




491 




0^ 






-050 




465 




-006 




463 


70 


439 




-006 




-057 




m 




0,4:i9 






-05ß 




408 




011 




409 




ao 


383 




OIÖ 




-046 




384 














862 








362 


w 


345 












34» 




0,341 



Es erübrigt nur noch eine Bemerkung in betreff der 
Gleich. 2.".. Diese Interpolationsforinel kann mit Vorteil an- 
gewandt werden, wenn es sich darum handelt, die Haupt- 
richtun^^ einer Reihe stark schwankender Messungen zu be- 

Stininien. 

Es wurde z. U. an neun aufeinanderfolgenden Tagen die Muskel- 
kraft mittels eines Dynamometers bestimmt. Die schwankenden 
Werte, in Kilo ausgedruckt^ sind ID der Reike K angeflllirt. Damit 
die Kiclitung der Veränderungen deutlicher hervortrete, sind nach 
nioieh. 25 rrst die Werte A'„ und daraus die Werte (iC) berechnet. 
Mau erliült dann die iulgeuden üeikeu: 
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Tag 1. 2. 8. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 
K ;i5,6 35,0 37,0 34,4 33,4 35,8 31,6 33,6 33,8 

85,8 86,0 S&,7 38,9 84,6 38,7 82,6 88,7 
(Jf) 85,7 35.9 34,8 84,2 84,2 33,2 33,2 

T)i(! letste Reihe seigt eine entschiedene Abnahme der Muskel' 

kraft 

18. Ausffleichung der jn-nporfronalm Fehler. Gegeben seien 
drei mit Fehlern behaftete Funkt ioiiswei-te, e,, r«, rg, den ä(jiii- 
distant^n Argunienten x,, .r,, entsprechend. Wir liilden die 
Differenzen und luid erhalten also das folgende bclienia: 

A» A" 
*s*-'» 

Interpolieren wh* nach Gleich. 2(3 a die Mitte /wisclson 
\\m\ To. hnben wir r,, -= ^ (Sjfj + fii'» — «■j). Sind die fehlertreien 
Fuüktioiiswerli^ //,, i/a, die Fehler +/",, — /ö, +/3, können 
wir als» schreiben Zu — y« + fu und erhalten die Werte dieser 
beiden Größen (vgl. oben S. 46 — 47): 

y«= i ('^i/i + ^'I^ä — ys) unt^ = 5 ('Vi — <3/2 - A). 
Nehmen wir nun ferner an, daft die Fehler den ge» 
messenen Gr5fien, also den fehlerfreien Funktionswerten, pro- 
portional sind. Es sind dann: /, — U — ^Vti /s^ffSfs» vaaA 

werden diese Gröüen in den Ausdruck fu ein^^e>^etzt, so resul- 
tiert : = i (.i »/i — — ya)» i^er Fehler fu ist also nicht dem 
fehlerfreien Funktion.swert t/,. proportional, und man weifi 
überhaupt nichts! anderes; von meiner Hröüe. als »laß sie von 
der absoluten (JruBe der ueiiiessiMien Funkt ionswerte abhängig 
ist. Wird dius Intt>r|»ohiti<>nsverf'ahren forttjesetzt , kann es 
also sehr leicht eintrelVeii. daii kleine Werte // tlurcli die Aus- 
gleichung hiit «ehr beträchtlichen Fehlern behaftet wertlen. 
£.s leuchtet daher ein, daß die Am^leichung in dem vor- 
liegenden Falle nur unter der Voraussetzung anwendbar wird, 
daft es gelingt, die Fehler den interpolierten Gräften pro* 
portional und stets abnehmend zu machen. Beides wird 
erreicht, wenn, man nicht die gemessenen Gröüen, sondern 
deren Logarithmen ausgleicht Der Beweis ist sehr leicht zu 
führen. 



Fernere Boittpiele der Anwendung dieser Methode kommen io 
K&p. 26 vor. 
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Unserer Voraussetzung zufolge sind die gemessenen, fehler- 
haften Fnnktionswerte yi{l-\-q), yti^ — q) und ^«(1 +9). Setzen 
wir in dem ohigen Schema — - log tfi (1 +3), = log (1 — q) 
und 's — %S^8(l+9)f so wird folglich: 

— % O/m + /)*) = i [3 % yi( 1+ 3) + ^ % ( 1 — — 'ö^^ y» (i + «)] 

Hieraus folgt: 
sr« + = \/?i^\i+9ni-ür . Da femer - 

so wird:/-,. = \/y\yly;' [[/(l+ff)Vl^ - l] = sTsfi-, indem : 

« 

Seiner Bedeutung zufolge ist ry ein konstanter, positiver 

Bruch; die Größe (/ ist also eine Konstante, oder mit anderen 

Worten : ist dem Funktionswerte y^ proportional. Man 

sieht ferner, daß: 

8 « 

«'«|/l+ff)Vl-5)»-l<9, weU:|/(l+g)«a-g)«<l + flr 

oder: ( I — ^l" < (1 q>0. 

Wenn wir «lip LrtL;;n jt hmen der gemessenen Groüen aus- 
gleichen. eiTeichen wn- also, daß fn = q [h,. wo q <^ (f , oder 
mit anderen Worten : die Fehler der iiitei polierten C u Oßen 
sind dieaen Größen proportional und nehmeu durch die 
Ausgleichung ab. 

Im vorhergehenden sind wir, um der mathematischen 
Deduktion willen, von einer genauen Froportionalit&t zwischen 
den Fehlem und den gemessenen Großen ausg^angen. In 
praxi 'wird dies natürlich nie zutreffen; die proportionalen 
Fehler verhalten sich in dieser Beziehung ebenso wie die 
Fehler gleicher Ordnung. Messen wir mehrere Längen mit 
der Genauigkeit z. B. eines Millimeters, so können wir nicht 
darauf reehnen, daß sfimtliehe Längen mit genau demselben 
Fehler behaftet sind: die Fehler sind verschieden, schwanken 
aber um eine bestimmte Größe herum. Hinsichtlich der jiro- 
portionalen Fehler sind die \ eriiältnisse ganz analog. Lst die 
Genauigkeit einer Messung ein bestimmter Bruchteil der ge- 
messenen Großen, so werden diese GrOA^ selbstverstfindlich 
nicht mit genau denselben relativen Fehlem behaftet; die 
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relativen Fehler schwanken aber um einen bestiuunten Bruch 
hemm* Berechnen whr also, ntudh der logarithmiachen Aus- 
gleichung, die IHfferenzen zwisehen den gemessenen und den 
ausgeglichenen Größen, d. h. die Fehler, so wird es sich 
zeigen, dafi die ahsoluten Werte dieser Fehler höchst ver- 
schieden s(uii können, die relativen Werte, d. h. die Verhält- 
nisse der Fehler zu den gemessenen Größen, schwanken aber 
um einen gc^^ns<;pn Bruch. Em Beispiel wird die Sachlage am 
besten erleuchten. 

Beispiel. Die DiUnmerungswerte eines von einem Aiur- 
brenner eutworfeuen Dis^erbionsspektrunui wurden auf die Weise 
bestimmt, daTs die Inteasitit der venehiedenen Spektral&rben bis 
zu der Gröfse gesehwücht wurde, wo die Helligkeit der Farbe der- 
jenigen emea knn<5tanten weifsen Lichtes j^leioli erscMeii'). Bei voll- 
sUindiger Dunkeladaptation wurden fUr jede Farbe zeini Bestimmungen 
gemacht, deren Mittel deu gesuchten Bruchteil ß des farbigen Lichtes 
angibt. la Tab. 8 sind unter X die WeUenlünge der antersuehten 



Tabelle 8. 











her. 




f 


l 


j» 


m 


10 V 






670 


46700 


4^6698 


4,7SW 


63660 


— 6050 


0,129 


6Ö0 


17 420 


4,24 TO 


4.1706 


14810 


+ 2610 


0,176 


630 


3 944 


3,1703 


;^G499 


4466 


— 522 


0,117 


610 


1480 


3,1289 


1346 


+ 134 


0,099 


590 


456 


2,6590 


2,6306 


427 


+ 29 


0,068 


870 


X78 


2,2504 


2,2685 


188 


— 6 


0,027 




116 


2,0645 


2,0378 


109 


+ 7 


0,064 




115 


2,0607 


2.0494 


112 


+ 3 


0,027 


510 


183 


2,2625 


2,y4r>7 


222 


— 39 


0,175 


490 


678 


2,8312 


2,7972 


627 


+ 51 


0,081 


470 


2150 


3,3324 


3,3453 


2215 


— 65 


0,029 


450 


H 850 




8,9721 


y 378 


— 


0,056 


480 


4;iioo 


4,6345 


4,6188 


41 580 


+ 1520 


0,037 



Spektraitarbeu , unter 10^ der für jede Farbe gel'uuileue Bruchteil 
der Intenaitilt des Spektmms, mit 10* multipliBiert, auguAihrt. Jeder 
dieser Werte muts mit einem Fehler bchdiet sein, der ebensowohl 
positiv als negativ sein kann. Um die Werte moglidisr fehlerfrei 
zu erhalten, können wir es alüo versuchen, die Fehler auszugleichen, 
indem ß als eine Funktion der WellenlKnge X betrachtet wird. Da 
die sukzessiven Werte ß hier ftnfserst verschieden sind, wUrde eine 
Ausgletehnng dieser Gröfsen nitzweifelhaft zu sinnlosen Hesnltaten 
fuhren. Aufserdem wissen wir ja, dafs die Genauigkeit der Messung 



-*) DUe Helligkeit des weiften liektes war lie, vgl. Pejchodyuamik, 
S. 158, wo der angewandte Apparat nnd das Veifahren besefarieben sind. 
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▼on der üntendiiedseinpfindliehkeit abhlngig ist; da diese, bei der 

untersuchten Intensität, in maximo für die betreffende Vp. 0,177 ist*), 
steht also zu erwarten, dafs die relativen Fehler unterhalb dieser 
Gröfsejiegen, während die absoluten Fehler kleiner als 0,177 • 10*/f 

thmischen Ansgleicbeng 



ogan 



sind. Es kann also hier nur tron einer 

die Kede sein, was auch geradezu anschaulich hervortritt, wenn mau 

in einer graphischen Darstellung log lOV Ordinate, X nls Abszisse 
absetzt ^vgl. Fig. 6). Die (.durch kleine Zirkel augegebeuen) £ud- 




Fl«.4. 

punkte dieser Ordinaten bestimmen aogenseheinlieh eine relativ 
ein&che Kurve, von welcher die Werte ungefähr gleichgrofse 
Abweichungen in positiver und negativer Richtung zeigen, was mit 
anderen Worteu nur beifst, dafs eine Ausgleichung dieser logarith- 
miseben Ordinaten wahrscheinlich an der fthlerfreien Kurve fllhren 
wirdL In der Tab. 8 ist z — log 10"/?« und unter ((r)) das Kesultat 
einer zweifaclieii Ausgleichung^ dieser Werte, nach Gleich. 26, an- 
geführt. Die Werte ((£>) bestimmen die in Fig. 6 gezeichnete Kurve, 
so dal^ die logarithmisebe Ausgleichung also nnxweifelhafk den 
erwartiti'u Erfolg gehabt hat. Dies zeigt sich deun auch, wenn 
wir die Fehler bestimmen. Unter „ber. sind die Numeri der 



>) Psychodjmamik, 8. 263, Tab. 31, Kolonne C. 
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Werte (Cr)) augegebeu; werden diese Gröl'beu voa deu geroesHouen 
lOV «abtrabiert, erhalten wir die abeoluten Fehler, loY, die gnnz 
anregelinttlaig in positiver und negativer Richtung Mhwanken. Die 

f 

relativen Fehler sind, wie an erwarten war, durchgängig Icleiner 

als die Unterschiedseuiptiatilichkeit 0,177. Die Genauigkeit der 

f 

Messung geht wohl am besten daraus hervor, dafs -~ für X — 670 

P 

bis 630 im Mittel etwas gröfser ist als fUr die übrigen Wellenlftttgen; 
das roto Ende des Spektrums zeigt nämlich noch eine Spur von 
Färbung, wodurch die Vergleichung erschwert wird, während der 
Übrige Teil des Spelctrums farblos ist und folglich dem Vergleichs- 
lichte identisch gemacht werden kann. 

14. ÜMymmetrisehe Fehlerhtrvm, Im vorhergehenden habesn 
wir gesehen, wie man eine Reihe mit Fehlem behafteter 
Fimktionawerte behandeln kann, um die Fehler so weit mög* 
lieh gegeneinander auszugleichen. Als Beispiele dieser Opera- 
tion halx n wir hauptsächlich solche Funktionswei-t« be- 
trachtet, die als mittlere Werte wiederholter Beobachtungen 
hc'i'\'orgegangen waren, so daß «lie (Iciiselben anhaftenden 
FeliliT nur als unnnsuo^licliene Zarälligk('it<ni angesehen werden 
koiiiitoii. Ks Icuclitct aber tmniittclbar ein, daß die Methode 
sich ebeuHOWohl amvendeii läüt, uiii die Streuuni: der Fehler bei 
der wiederholten Messung einer einzelnen Grüüe /.u ])vsinninvn. 
Wenn die Messung von den in Kap. 7 besprochenen, variablen 
Feblerursachen beeinilufit wird, können die Fehler sich nicht 
nadi dem Gau&schen Gesetze verteilen, und man mu£ daher 
die faktische Verteilung der Fehler bestimmen, um das wahr* 
fldi^nlkshe Hesultat der Messung berechnen zu kennen. Die 
Aui^abe ist vollstftndig löslich, sobald nur hinreichend viele 
EÜnzelbeobachtungen vorliegen, indem die rrlnti^ e I läufigkeit j^, 
mit welcher ein bcstinmiter Wert x bei der Messiuig heraus- 
Iconinit, inuner eine Funktion von r sein wird luid folglich nach 
den im vorhergehenden dargelegten rrinzi]>ion zu bobnndelii ist. 

8( lir einfach stellt sich die Sache in dem be».onders bei 
psycliologiscben Messungen häufig vorkommenden Falle, daß 
das Resultat der Messung in der Form vorliegt, wie häufig 
gewisse konstante Werte a-j, ^r, . . . . eine bestimmte Be- 
dingung erfOUt haben. Es ist hier also die Häufigkeit y ein- 
fach als Funktion des Argumentes x gegeben. Im folgenden 
wod von solchen F&Uen oft die Rede sein (vgl. Kap. 17, 21, 22). 
Etwas verwickelter stellt sich die Sache, wenn sämtliche oder 
fest sämtliche Einzelbeobachtungen verschieden sind. Dies 
kann sehr leicht vorkommen, wenn die einzelnen Werte mit 
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einer zu groJken Genauigkeit abgelesen werden. Würde man 
z. 6. bei einer Untersuchung des AugenmaAes, wo die ein- 
zelnen Werte bis zu 10 nun differieren konnten, mit der Ge- 
nauigkeit 0,001 mm ablesen , so würden aller Wahi-scheinlich- 
keit nach unter hundert Messungen keine zwei dasselbe 
Resultat geben. Selbst wenn aber kein solches Mißverhältnis 
zwischen der Gennuig^koit der Einstclhmg und der des A!)- 
Icsens stattfindet, ktuin die AiUEulil dor genau übereinstinmicnden 
Ergebnisse gering werden. Man teilt daher die ganze strecke, 
über AYcklie sich die Werte verteilen, in eine passende Anzahl 
kleinere Strecken, und i«ihlt auf, wie viele Werte in jeder 
Gruppe liegen. Diese Zahlen sind dann als die Häufigkeit 
des mittleren Wertes jeder Sttecke anzusehen. Werden die 
Mittelwerte der Strecken als Abszissen, die Häufigkeiten als 
Ordinaten der betreffenden Punkte abgesetzt, so IftAt sich die 
Fehlerkurye zeichnen. Unter der YoraussetBung, daft variable 
Fehlerursachen sidi geltendgemacht haben, wird die Kurve 
eine unsymmetrische (vgl. Fig. 7). 

Die auf die angegebene Weise bestimmte Fehlerkurve 
muß zuvörderst ausgeglichen werden. Da man nämlieli will- 
kiirlicli die Anzahl Werte, die innerhalb gewisser (Irenzen 
liegen, in eine Ordinate vereinigt hat. kann die Abszisse der 
gröiäteu Urdinate nicht ohne weiteres als das Dichtigkeits- 
mittel angesehen werden. Das Dichtigkeitijuiittel ist un- 
zweifelhaft in der Strecke oder jedenfalls in der Nähe der 
Strecke zu suchen, welcher die gröAte Ordinate angehört; wo 
in dieser Strecke es aber liegt, kann nur aus der allgemeinen 
Form der Fehlerkurve abgeleitet werden; die wahrscheinliche 
Form der Kurve wird daher durch Ausgleichung bestimmt 
Die Bestinmmng des Maximumspunktes ist dann gewöhnlich 
recht einfach, weil die Fehlerkunen fast immer logarithmitich 
sind. Man braucht daher nur die Differenzen der Werte Jnfj. y 
zu bilden; es zeigt sich dann fast inmier, daß die Differenzen 
dritter Ordnung nahezu konstant werden, so daß Gleich. 24 
unmittelbar in Anwendung gebracht werden kann. Die .\l)szisse 
des gefundenen Maximumspunktes ist der wahrscheinliche 
Wert der Messimg, eben weil die Häufigkeit ihres Vorkommens 
die relativ grOfite ist. Es erübrigt nur nochf die Genauigkeit 
der Messung zu bestimmen. Der wahrscheinliche Fehler kann 
hier nicht berechnet werden; dieser Begriff hat Überhaupt nur 
für die Gaufische Fehlerkurve Bedeutung. Ein durchschnitt' 
lieber Fehler genügt augenscheinlich nicht zur Bestinunung 
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der Fehlerstreuung, wenn die Kurve xmsymmetrisch ist, weil 
die Verteilung der positiven tmd negativoi Ftkdet gmnz yer- 
schieden ist. Es ist also notwendig, die positiven and negativen 
Fehler zu trennen und für jede Gruppe einen durchschnitt- 
lichen Fehler, resp. — fm» zu herechnen. Aus den ver- 
schiedenen num^riadien Werten dieser Gröben erdeht man 
sofort die ün^ynunetrie der Fehlerkurve. 

B e 1 8 p i e 1. Nach Augenmab wofde eine lanie einer gegebenen 
gleicbgemaeht; es liegen 46 BeBÜmmnngen vor, die sich iwiadien 
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Flf. 7. 

den Gren^n 115 nnd 126 mm ▼erteilen. Z!Ü»\t man die auf jeden 

Millimeter (115,0—115,99, 110,0—116,99 usw.) fallenden Be- 
obachtungen auf, ao erhält man folgendes Kesultat: 

x= 114 115 116 117 118 119 120 

y= 0 4 8 17 5 3 4 
((y))= _2,9 3,2 8,8 11,5 8,4 3,4 3,2 

x= 121 122 123 124 125 126 
2 1 1 2 1 0 
((yi) 2,8 1,0 0,0 1,2 1,1 0,2 

Die Werte x sind die gemessenen Längen, y die Häufigkeit 

ihres Vorkommens , die letzteren sind in der Fig. 7 als Ordinalen 
in tl<'n Fmiktt'M lir).ö, 116.5 usw. abgesetzt und ihre Endpunkte 
durch punktierte Linien verbunden. Die Verteilung der Beobachtung»- 
resnltate ist unsymmetriscli nnd anfserdem ziemlich unregelmäfsig ; 

die Werte y sind deshalb abwechselnd nach Gleich. 2tia und 26b aus- 
geglichen: (las l\«'sult:it findet sicli in obiger Tabelle in der Reihe 
Diese Werte bestimmen die vollgezeichnete Kurve der Fig. 7. In 
der Figur Iconunt noch eine andere Kurve vor, deren Maximums - 
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punkt durch a t^seicbnet ist. Diese Kurve erhKlt man, wenn man 

die Ausgleichung der //-Werte ausschlieftlicli mittels Gleich. 26a 
(liinlifiihrt : es ist t'rj.ichtlii.'h, wie diese asymmetrische AttSgleichang 
eiue Verschiebuug des Maxiinnmspuuktes lierbeifUhrt. 







log ((«/)) A' 






115,5 




0,505 










0,440 






116,5 


8,8 


0,945 


0,116 




ofin 


117,5 


li,5 


1,061 




— ü,25a 








— 0,187 




—,002 


118,5 


8,4 


0,924 




- 0,255 








— 0,892 






119,5 


3.4 


0,582 









Deu Maxiiuumspuukt berechueu wir am eiufachsteu, Gleich. 2-4 
sufblge, mittels der Differenzen der Werte log ((jo), die aas dem 
obenstehenden Schema zu ersehen sind. Die Differenaen A^' kon* 

vcrfrioren liifr so. dafs fernere Tnterpolationen unntttij:^ ?»ind. Wir 
setzen also die hurvorgebubeuen DiÖereuzea in Gleich. 24 ein und 
finden n — 0,9. Da hier d — • 1, wird also die Absxisse des Maximnms- 
pnnktes X„ — 1 16,5 + 0,9 — 11 7,4. Die Abweichungen der eiuxelnen 

«roTno<;senen Werte von dieser Gröfse sind die Fplilr-r: der mittlere 
Wort der positiven Felder ist -f f,„ ~ 1,85. der mittlere Wert der 
negativen = 1,23. Wenn man ohne ufthere Untersuchuug hier 
die Gültigkeit des Ganfsschen Gesetzes vorausgt^setzt hfttte, so wKre 

der mittlere Wert der Messungen — 118,2 als der wahrsrliciiiliclie 
angc^elion worden : der UntcrHcliied zwisc!»eu den Gröfsen J„, und x,r 
ist aber unzweifelliaft uiclit oiuie Bedeutung (vgl. Kap. 18, Beispiel). 

D. Die Bestlmmungr clep Funktion. 

15. Die etupinsche Bestimmung einer algebraischeti Funktion. 
Weim eine Reihe Fimktionswerte bestimmten Aiigumenten x 
entsprechend, gemessen tmd, wo nötig, ausgeglichen sind, ist 
damit die funktionelle Beziehung £wi8chen den voneinander 
abhftngigen Größen y und x tatsächlich bekannt. Durch Inter- 
polatimi kann man dann immer den Fuiiktionswert| der einem 
beliebigen Argumente entsjiriclit . mit jeder gewünschten Ge- 
nauigkeit berechnen. Dies Verfaiu'en bleibt wohl stets 'das 
einfachste, wenn es sich nur nni die Berechnung einiger 
Funktinnswei'te hniulclt. Es kann aber auch vorkoimiioii, daß 
man die Beziehung zwischen y und a: matheuintisch zu jVirmu- 
lien n. also die Funktion F zu bestimmen wünscht. Wenn z. H. 
l eine bekannte Funktion von y ist. kann es von Bedeutung sein, 
einen mathematischen Ausdruck fOr 3' diuch x zu haben. In 
diesem Falle wird es also notwendig, y durch x auszudrücken, 
um y^F{si) in die Gleichung Y= 0 (y) einsetzen zu können. 
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Die ikv.it iiüiig /.wischen // iiiul r lüLU sirli nun immer in der 
Form einer algebnÜM-hen (Jleichiing darstellen, wenn die 
DilFereuzen höherer Ordniuig gegen Null konvergieren (vgl. 
Kap. 10). Gleich. 10 zttfolge ist ja nämlich: 
y =F (X) = j/i + (ic — J"i ) cjj + U" — Xi)(x—j-^)d\^-\-(jc — x{) (x —x^) 

(x - x,)S]^^+ (Gleich. 10), 

und wir brauchen also nur die Argumente , x^ usw. nelist 
den dividierten Differenzen dj, usw. einzusetzen, um eine 

Gleichung zwischen y und x zu haben. Sind die Argumente 
äquidist^int , so ist statt Gleich. 1() Gleich. 15 anzuwenden. 
Die auf diese Weise aufgestellte Formel ist vollstandij^ genau, 
wenn man sämtliche zur Verfügung stehende Artrnmente und 
die entsprechenden Dillerenzen einsetzt; sie kann aber auch, 
wie leicht ersichtlich, recht unhandlich werden, wenn sehr 
viele Glieder vorkommen. Vemachlftssigt man ab^ die Diffe- 
renzen höherer Ordnmig, so wird dadurch zwar die Anzahl 
der Glieder reduziert, die Genauigkeit dee Ausdruckes aber 
im entsprechenden Grade eingebüßt. 

Durch ein sehr einfaches Verfahren kann man meisteos 
diese Schwierigkeit umgehen. Die dividierten Differenzen 
erster Ordnung gehen nfimlich die mittlere Steigung der 
Funktion in den betrelVendcMi Intervallen nn. Wenn daher 
die Steigung der Fiuiktion innerlmlb gewisser ürenzen fast 
konstant bleibt oder, mit anderen Worten, weim die Kurve hier 
fast geradlinig verläuft, so kann man die zwischen diesen 
Grenzen vorkommenden Funktionswerte einfach übergehen; 
die Grenzwerte und die daraus hervorgehenden dividierten 
Differenzen bestimmen dann die Funktion mit hinreichender 
Genauigkeit. Die Sache ist am leichtesten durch ein Beispiel 
zu erkl&ren. 

Betrachtet man die Fig. 6, so ist leiebt ersichtlich, dafs die vier 

Strei ken zwischen den Absasissen 670— GIO, 610—550, 5^0—490 und 
4y0 — 430 fast geradlinig sind. Die Funktion ist dalier flnrcli diene 
Argumente und die eut»precberiden Funktionüwerte mit hinreichender 
Genauigkett bestimmt. Ati» der Tab. 8 können unr die ausgeglichenen 
Fnnktionswerte {(*)) entneiimen, die den genannten Alimenten ent« 
sprechen: da diese Argumente uicht äquidistant sind, mUssen die 
dividierten iliffereuzeu berechnet werden. lu der Tab. 9 »lad 
sXmtliehe OrOrsen zusammengestellt; um die vielen DesimalsteUen 
der Differenzen zu vermeiden, sind diese mit resp> 10*, 10' usw. 
multipliziert. Ati« der Tabelle geht hervor, dafs schon die Dif- 
ferenzen vierter Ordnung, d'\ sehr klein sind; sie können aber 
dennoch' nicht gleich Nall gesetzt werden, weil die beiden hier vor- 
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Tabelle 9. 





Dif. k 


((')) 


lO*'*' 




10* •tf''' 


10* »^'^ 


10" .^'^ 


670 


—60 


4.7296 


26678 








610 


— 60 


3,1289 




708 


— 117 






550 


—20 


2,0378 


— 680 


2846 


— 56 


-8,4 


0,8 


030 


—40 


2,0494 


—18695 


30 ly 


154 


— 11,7 




490 


—60 


2J972 


—30360 


1167 








430 




4.6188 












kinnmenden 


Gröfsen 


mit groft$en 


Zahlen 


zu miiltip 


lizieron s 


ind und 



daher das Resultat nicht unwesentlich beeinflussen. Setzen wir 
sKmtliebe OrOfsen in Gleieh. 16 ein, «rhalten wir folgende Formel: 

i =log lOV = 4.7296 +(t— 670) 26678 ♦ lo-« 4.(^—670) (x- 610) • 708 
•10-"^ — (af — 670)(a- — 610)(j-— 550) 117 • 10"*— (j- — 670)(x— 610) 
(« — ööü)(«— 580).3,4 • lO-^+Cx— 670)(j— 610)(x— 550)(jr -530) 

(X— 490)- 0,3- 10-'«. 

Diese Formel nimmt zwar einen nicht geringen JEbinm etn, ift ftber 
doch viel einfacher als der Ansdruek, den man erhallen hltte, wenn 

KKmtliche Worte der Tab. <^ ttr Ableitung anprpwandr wären. AufHcr- 
dem ist sie in der vorliegenilcn Form für praktisclie Hechnungen 
sehr bequem, und ihre Genauigkeit ist selbstverständlich mit den 
Vorantsetzongen übereinstimmend, die der Ableilung sagrunde gelegt 
wurden. So findpt man z. H. narli di-r Formel für X =470 f = 3.4596: 
dieser Wert liegt aber eben in der Geraden , die durch die beiden 
nächsten Punkte, l — 490 und k — 480 entsprecliend, gelegt werden 
kann. Dies kann nicht anders sein, weil wir von der Voranaaetarang 
aasgingen , dafii die Knrve auf der betreffenden Strecke geradlinig 
verläuft. 

Die trnhrsrhrinh'rJh )i Koit^tautm. Auf die eben er« rii rti' 
Weise kann eine helieliigc Beziehung zwischen y und / durcii 
eine ganze nlmhnii.Hche Funktion mit oiiier liinlängliclien An- 
zahl von Gliedern ausgedrückt werden. l^'iihrt man die 
Rechnungen der Gleich. 16 aus, und ordnet man die Glieder 
nacb steigenden Potenzen, hat man also </ =j)+q x-\-ra^-\-»3^-\-. . 
Die Konstanten, q, r * . * *t dieser Gleichung sind indessen 
nicht vollständig bestinunt, wenn eine große Anzahl Be« 
obachtungen zusammengehörender Werte y und r vorliegen. 
Wir sahen ja eben im obigen Beispiele, daß wir von den 
13 Messungen der Tab. 8 nur >> nötig hatten, um die Bc* 
Ziehung zwisrhon X mid mit Ix'friedigcndor notinnigkeit nus« 
zudrücken. I)if l'aar Werte wurden zwiu' nach einem be- 
ätiuiniten Prinzip gewälUt, mau hätte aber auch 0 andere 
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Wertpaart' wivhieii können, die diesselbea Bedingungen ebenso- 
gut erfüllen. Und wenn, entweder durch Messung oder durch 
Interpolation, zahlreiche neue Werte zwischen diejenigen 
der Tab. 8 eingeschaltet würden, so würde die Auswahl eine 
fast unbegrenzte werden. JeAsß neue System Ton Werten, 
das zur Ableitung der Funktion ff^F(z) angewandt wird, 
wQrde aber eine von den froheren etwas abweichende Reihe 
Konstanten herbeifflhren. Je nach den zur Berechnung an- 
gewandten Messungen kann man also y durch die folgenden 
Gleichungen ausgedrückt erhalten: 



(Gleich. 27). 



y = p.,-^qnr4-r„j-^+S„x^-\- .... I 

Es wird folfj:lii h die Frage sein, welche dieser Üleichungen 
sämtlichen Messungen am besten entspricht. 

Das hier erhobene Problem kann verallgemeinert werden, 
indem es durchaus nicht notwendig ist, daß y eine algebraische 
Funktion von x ist. In dieser Form erhalten wir sie immer, 
wenn die Funktion nach der Interpolationsfonnel dargestellt 
wird ; es wird ja aber oft vorkommen könnon . daß auf theo- 
retischem Wege eine rationelle Foimel entwickelt werden kann, 
die dann überhaupt nicht algebrai.sch zu sein braucht. Es seien 

^' ~ ffi (ll)' ~ ' ' ^ = »fa ' usw.. wo rp^, «Jpg . . . 

boliebige hckanntr unktionen bedeuten, und wil' wünschen 
nun die Gültigkeit der rationellen Formel: 

k^--Xn-^Yb-^Zc (Gleich. 28) 

für eui voiliegendes System von Messungen zu prüfen. Die un- 
bekannte Gräften entsprechen hier den Konstanten p, q, r usw. 
der Gleich. 27, indem es eben die Aufgabe ist, diejenigen Werte 
dieser Konstanten zu bestimmen, die die Messungen am besten 
befriedigen. Die Measungen haben, wie gewöhnlich, eine Reihe 
zusammengehörender Werte, r, und r^,, und jft . . . . d^n 
und y„, ergeben. Setzen wir sukzessiv die zusammengehörenden 
Werte .r imd y in Gleich. 28 ein, so orhiiltt n wir also für jedes 
Paar Werte eine neue Gleichung, im ganzen folglich ebenso 
viele Gleichnng-en . wie die Anzahl der Messungen beträgt. 
Zur Bestimnumg der ivoustanten haben wir also: 
— Xfi, -|- Yhi -\-Zci .... 
~ Xttg -|- Yh^ -\-Zcg .... 



A«=-Xa„ + rft«-|-Zc« 



(Gleich. 29), 



Dig'itized by Goo^^Ie 



— 64 - 



und es wird die Aulgabe, die Größen X, Y und Z ho zu be- 
stiinmen, daft die möglichst voUstftiidige Befriedigung der 
Gleichungen dadurch erzielt wird. Dies liefte sich sehr leicht 
erreichen, wenn die Messungen mit absoluter Genauigkeit aus^ 
geführt wftren. In diesem Falle brauchte man nftmlich nur 
droi gnnz beliebige Gleichungen zu wählen und sie mit Bezug 
auf X, Y und Z zu lösen : die so gefundenen Werte würden 
dann, in die ül)iitron Gleichungen eingesetzt, dieselben voll- 
ständig brfrifNiigoii. Nun sind aber die gemessenen Werte mit 
Fehlem hehalltt, und lolglirli kann man erwarten, durch jede 
neue Wahl dreier Gleichungen eine neue Gruppe Konstanten 
zu linden. Aus ii Gleichungen würde uuin aul diese Weise 



und es leuchtet also ein, daß die Berechnungen undurchfOhrbar 
werden, sobald n eine groAe Zahl ist. 

Um bei der Berechumig der Konstanten sämtliche 
Gleichungen (29) gleichzeitig zu berücksichtigen, kann man 
die Sunmiationsmethode ' ) Fechners in Anwendung bringen, 
die jedonfalls ziemlich rinfnch ist. Man teilt die Gleichungen 
in so viele Gru])|)eii. wie es zu bestimmende Konstanten gibt; 
ist niclit (lunh diese Zahl teilbar, werden die restierendeu 
Gleiclamgcu veniaclilä.ssigt, und selbstverständlich werden dann 
solche Gleichungen ausgeschaltet, die als weniger zuverlässig 
anzusehen sind. Die Gleicfauogen jeder Gruppe werden summiert, 
und man hat folglich ebenso viele Gleichungen, wie es Un- 
bekannte gibt; diese Gleichungen werden mit Bezug auf 
X, Y usw. gelöst. Die gefundenen Werte sind dann zwar 
nicht die wiihrscheinlichen , liegen denselben gewöhnlich aber 
recht nahe. Man wü'd diese Methode stets in dem Falle an- 
wenden können . wo die jetzt zu besprechende Met hode der 
kleinsten (Quadrate gar /,n große Schwierigkeiten darbietet. 

Wie .schon oben bemerkt, wird die Hestimmung der Kon- 
stanten nur dadurch erschwert, datV di«' Messungen nicht fehler- 
fi'ei sind ; stulL der fehlerlrcien Werte k kennen wir nur die 
GrOfien Ä'i+/„ k^-^-fg ... l„+l„. Die Gleichungen 29 können 
also geschrieben werden: 



»(n~ 1 ) — 2) 
6 ' 



verschiedene Gruppen von Konstanten erzielen, 




*) Fechner, Über die MaßibettiiiimQiigea de« Eannxsinoei. Leipiig 
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(Gleich. 81). 



Die WahrscheinlichkeitBrechnimg lehrt, daii die wa)n-- 
scheiulichen Werto von X, Fund Z diejenigen sind, welche 
die Stimme der Foliionjua<li ntr ; ff + /! + -.-. + niögHchf?t 
kleiii niäflien. Gehen wir davon aus. daü diosc Fehler gleicher 
Ordnung sind . so läßt «ich ferner nachweisen , worauf wir 
hier nicht näher eingehen kennen, tlaü die Summe der Fehler- 
quadrate Miniuiuiu wird, wenn die drei folgenden liedingungen 
erfüllt and: 

0 = — [jfca]+[aa]X+la&J Y+[ac]Z 
0=— (I;6)+[«6JX+16 6] r+(6c]Z 

Die viereckigen Klammem stehen hier, der Einfachheit 
wegen, statt des Summationszeichens S, Es bedeutet n&müch : 
[ka] ^ 2la^kiai+kgat+ .... +Ä»a» 

[aa]=^2a^=^a\ + ei'{- + 

[a b] = 2ah ~ rt, i^i+a» . . . . +a« 6« usf. 
Die Koeffiiienten der Bedingungsgleichungen sind also die 
Summen sämtlicher Produkte der in den Gleichungen 30 vor- 
kommenden bekaimten Grölien. Werden die drei Gleichungen 31 
mit Bezug auf X Y und Z gelr)st, so sind die hierdurch ge- 
fundenen Werte die wahrscheinlichsten, weil du ^Sumnie der 
Fehlerquadrate t'in Mininium wird, wenn sie m die Nonual- 
gleichung (Gleich. 2Ö) eingesetzt werden. Das VerfaliFeii wird 
deshalb die Methode der kleinsten Quadrate genannt. 

In der obigen DarstelluDg sind wir davon ausgegangen, 
daß k=g>i(y) sich nnr durch drei verschiedene FWktionen 
von 0-, nämlich a, b und ausdrücke liefte: 
jk r= (y) ==s a 2:+ 6 y+ c Z (Gleich. 28), 

Es kann natOrlich sehr wohl vorkommen, daß zwei 
Funktionen a =- q^^ix) und b — (fy '.r) genügen; in diesem Fnlle 
kann man also c = o setzen, und die Gleich. 28 reduziert 
sich auf: 

k^-^i/i{y)^aX-\-hY (Gleich. 32). 

Damit verschwinden seilet verständlich auch in den Be- 
dingungsgleichungen (31) sämtliche Glieder, die e enthalten, 
und man hat dami nur zwei Gleichungen: 

• + (Gleich. 33,. 

Wird endlich auch 6 =^ o, so erhAlt die Normalgleichung die 
Form: 

* = ^Pi(ir) = ÄX (Gleich. 34), 

L*|im»iiii , Uhrbmli dw payeholofbobM» Mvttedtk. ^ 
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uiid (lei- wahi-scbeüiliche Wert vou X ergibt sich aus der 

Gleiclmiiß: : 

0 = — [ka] + \r> a] X (Gleich. 35). 

Umgekehri kommt es auch vor, daü /, nur durch vier 
oder mehr Funktionen von .i vollständig ausgediückt werden 
kann, in welchem Falle sich die Anzahl der Bedingimgs- 
gleidumgen entsprechend Tennehrt und diese den Gleichungen 
(81) analog gebildet werden. Man vermeidet aber womöglich 
einen solchen Fall, denn schon die Bestimmung dreier Kon« 
stanten ist keine erfreuliche Ai-beit ; bei vier Konstanten wird 
die Arbeit wohl den meisten über den Kopf wachsen. 

Die Schwierigkeiten, welche die Anwendung der Metliode 
dor klf'n>sten Quadrate darltiotet. Ix^stehen — von den ziemlich 
weitiiiiiligen Zahlonrochnuiigea abgesehen — eigrntlirli nur in 
der Aufstellung der Norriialgleichung. Erst-ons muü dieselbe, 
um nicht zw gar zu koinpli/.ierten Berechnungen Anlaß zu 
geben, in die Form der Gleich. 2ö gebracht werden können. 
Zweitens ist zu beachten, daß man bei den meisten psycho* 
logischen Messmigen mit proportionalen Fehlem sm tun hat> 
in welchem Falle die Bedingunge^leidiongen (61. 81) nicht 
gültig sind (vgl. Kap. 18). Es dOrfen folglich nur die 
relative, nicht die absoluten Fehler als gleich groü angesehen 
werden, und die l^ornmlgleichung ist deshalb in eine solche 
Form zu bringen, daß man nur relative Fehler ausgleicht. 
Nehmen wir als Beispiel die hftufig vorkommende Gleich, öa: 

t^:^ =r ß = «.r'-' (Gleich. 5 a). 

Hier ist der Nomialreiz r gegeben, goniessea und folglich 
mit einem Felder f behaftet, der fsisi immer als r« proportional 
angesehen werden kann. Man hat also f—qr^j »*8+/' = »*a 
oder: 

r — r,(l+g )^r>-r, U r — r^ . 
r r r" r 

indem jedenfoUs mit r wächst, wenngleich nicht dem r voll- 
ständig proportional. Gehen wir also von Gleich. 5 a aus, so 
kommen nur die relativen Fehler in der Gleichung vor, mid u 
und V lassen sich so bestimmen, daft diese relativen Fehler 
ein Miiümum werden. Um dies zu erreichen, schreibt man 
die Gleichung: 

Joff Q — log u+( r — \ )log r. 
Setzen wir hier lo<f u X, r — \ — 1', ist also: 
0 — — log Q X log r ' 
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und die Gleichung ist somit auf tüe Form der (»loich. 32 ge- 
brm^ht, indem log g — k, l — a und hg r = b. Es sind folglich 
die Summen der Produkte [l^logg], [1*J, [\-Jogr], [log ^ - loy >■] 
und [{log rf] zu berechnen und in die Bedingungsgleicfaungen 
(S3) einzusetsen. Aus diesen findet man dann X und woraus 
sich 17=^ r+1 und ti = 10 ^ ergeben. Schließlich Oberzeugt man 
sich von der Richtigkeit der gefundenen Großen, «indem man 
^ u r^~' und femcr r — r, — gr herf rhnet. 

Man könnte aiicli (JUmcIi. 5a auf die Form: r — r^^ur' 
bringen und dai*aiis (iic Noriiialgleichung: 

h>;f {>• — r.j) ^ log u + v logr 
ableiten, worin (liiiiii lo(iu~X und Y zu setzen wären. 
In diesem Falle koiiinien also die absoluten Fehler des 
der Gleichung vor, und es wird vorausgesetzt , daß sie der* 
selben Ordnung sind, was tatsftcUich unrichtig ist. Einerseits 
sollen also hier die vielmal größeren absoluten Fehler auf ein 
Minimum reduziert werden, anderseits wird eine falsche Vorau» 
Setzung in betreff der GrOße derselben gemacht; folglich muß 
man jetzt zu einem viel ungenaueren Resultat als früher kommen. 
Dies wird (knii tatsächlich mich immer der Fall sein; aus dem 
folgenden B(^is|)irl ist der wesentliche Unterschied der beiden 
Berechnungsweisen leicht ersichtlich. 

Beispiel'). lu iab. 10 sind die Resultate einer (Jntersuchuug 
angegeben, die Uber die Bahniing der Gewtchtempfiudungen an* 
gestellt wurde. Unter r ist die Gröisc dus Normalrcizes , unter 
diejenige des sosweit eintretenden Vergleichsreises» beide in Kilo- 



Tabelle 10. 



r 




r— r. 


9 


q her. 


r— ij 
her* 


r 


1 * 

r—r, 
> btr. 




b 




• 244 


♦5 


0,024 


o.nu 


n 


* 

■ -■> 


t 

20 


—14 


14 


500 


475 


25 


0,050 


Ü,Ut>U 


25 


0 




—10 


20 


VA 


687 




0,084 


0.055 


41 


22 


! 49 


14 


23 


1155 


1092 


63 


0,055 


0,060 


69 


— « 


71 


—8 


38 


1500 


1400 


100 


0,067 


0,063 


95 


5 


88 


13 


57 


2 000 


1873 


127 


0.064 


0,0«? 


134 


-7 


111 


16 


70 


3500 


3 204 


296 


0,086 


0,075 


m 


34 


i 176 


120 


140 


6000 


4 666 


4S4 


0,067 


0,081 


403 


81 


236 1 


196 


208 



^HmmP!« . angpijpVu'n. Uurcli vorlifr«;< li( ii lc Kiii^t» Uungsliebungen 
wurde tlatllr .Sorge getragen, daf» die Uubgcücbwiudigkeit beider 



') Vgl. Liehmaan, Beiträge sur Psyflhodjnaniik der Gewichte 
empfindongen. S. 4VI Tab. IIa« 
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lüiy.e dieselbe wurde: r« wurde so variiert, dals er dem r gleich 

erschien« £a sind ferner iu der Tab. 10 r — r« und p = an- 

geftlhrt , und es fmirt sich jetzt, ob zwei solche Worte u und 9 
bestimmt werden können, dafs die Gleich. 5 p = t/r' ' befriedigt 
wird. Der obigen Entwicklung zufolge werden dann die Summen: 
(1 • log f] =- - »,755, =^ 8, (1 . log r] = 24,75, [log p - log r ] 
= — 29,73& und [(log r)'] — 78,70 berechnet, und nach Einsetzung 
dieser Gröfsen in die Gleich, 33 erhalt man 7 ~ r — 1 0,204 und 
i= log w = 0,löl— 2, also 14 = 0,014 lt>. Folglich soU q = 0,01416 
«ffAi9M gein ; die itierau» berechneten Werte p «ind in Tab. 10 nnter q ber. 
■»gegeben, wo ferner r — ft = 9'^ nebst den Differenzen zwischen 
Mpsstinf^ nnd Berechnung f = (r- r,) — f> — tier.) jingeAllirt sind. 
Diese Fehler sind dtirchgftugig sehr klein, jedenfalls viel kleiner als 
die nadi der Genenigkeit der Mesrang möglichen Fehler — eine Frage, 
avf welche hier nicht uKher eingegangen wwden kann (vgU Kap, 19). 

Ganz andere Resultate erhält man daf^e^^en, wenn man von der 
Gleichung r — r,,— « r' ausgeht. Die Nonnalgleichung wird dann: 
log (r — r^) = lug u + t- loji > , und die sa berechnenden Summen sind 
Pog (r-Tt)] = 14,99, (l'J^S, (log r] = 24,75. [log (f-r,).log r] 
= 48,13 und [(log rf] 78,70. Hieraus ergibt sich: v= 0,824 
und log « = 0,325—1, also ti ~ 0,21 IM. Man hat folglich: r — 
— 0,2 IIa« r"'***, und die nach dieser Gleichung berechneten Werte 
•ind in Tab. 10 in der Kolonne *r>-r, ber. angeführt. Die Dif- 
ferensen *f zwischen Messung und Berechnung sind hier bedeutend 
gr^ifser als die früher L-^etnudenen, unter f angegebenen, so dafs die 
weit gröfsere Genauigkeit der ersteren Methode mithin dargetau ist. 
Dab aber die letztere Methode jedenfalls nicht linnloe ist, geht 
daraus hervor, dafs auch die Fehler *f innerhalb der Grenien der 
mißlichen Abweichungen, fr, licigen. 



U. 

Die Maßmethoden. 
A, Die Methode der Reizflndunfir* 

17. Die Assosiationfmiessungen. Sehr einfach grstalt«n sich 
die Messungen , die den Zweck haben, die Anzahl Lesungen 
oder die angewandte Zeit zu bestimmen, welche erforderlich 
ist, imi einen gegolirnen StnfT Muswpndig zu lernen. Der StoflF 
kann entweder sinnvoll . gpwöJinlicli einetn Dirhtorwerke ent- 
nommen, oder sinnlos sein. Weini es «ich um genaue, he- 
üondoi-s um vergleichende Untri snehuni^^en handelt, ist letzteres 
unbedingt vorzuziehen, weil die zaiilieichen vorher gebildeten 
Assoziationen des sinnvollen Stoffes unvermeidliche Kompli- 
kationen herbeifQhren, die sich nieht berechnen lassen. Der 
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siiiiüose Stoff besteht fast jinimn-, nach liein Vorschlag Ebbing- 
haus*, au8 cintachen Silben, die am zwei Konsonanten mit 
einem daiwiachenstehendea Vokale oder Diphthong gebildet 
werden. Es igt selbstverständlich daffir Sorge su tragen, daft 
weder die einzelne Silbe noch mehrere derselben im Zusammtti* 
hang gelesen einen Sinn haboL Aufierdem mfissen besondere 
VorsichtsmaßreL* lit gcfrofTen werden, wenn die auQ den Silben 
gebildeten Heiheu gleichwertig sein sollen. Erstens darf keine 
Silbe mit demselben Konsonanten anfangen, mit welchem die 
vorhergehomle Silbe endigte. Zweitens vonneidct man es, 
denselben Buchstaben als Anfangs- und Endkonsonanten einer 
Silbe anzuwenden. Drittens sind Lautühnlichkeilrn der in 
einer Reihe vorkommenden Silben nach Möglichkeit aus- 
zuschließen. Dies ist in kürzeren, bis l(i silbigen Reihen leicht 
dadurch zu erreichen, daß derselbe Anfangs- und Elndkonsonant 
tlberhaupt nur einmal vorkommt; ebttiso sorgt man daffir, daft 
kein Vokal mehrmals ohne Notwendigkeit wiederkehrt. Viertens 
dflrfen in den • verschiedenen Reihen einzelne Silben nicht 
häufiger als andere wiederkehren ; am besten ist es, sämtiiche 
zur Verfügung stehende Silben je einmal anzuwenden und dann 
mit demselben Material von vom anzulangen. 

Alle diese Vorsichtsmaßregeln können gleichzeitig berück- 
sichtigt werden, wenn man bei der Herstellung der Silbenrcihon 
auf folgende praktisclie Weise verfährt'). Jeder Anfangs- 
und Endkonsonant und jeder Vokal wird auf eijieu klemen 
Zettel geschrieben. Die Anfangskoiiöuiianten werden in be- 
liebiger Ordimng und neben denselben die Endkonsonanten, 
ebenfalls auf gut Glück, aufgelegt, indem man jedoch das oben 
besprochene, unstatthafte Aufeinanderfolgen der Konsonanten 
vermeidet. Zwischen die Konsonanten wird darauf ein Vokal 
eii^eschoben, wobei man beachtet, daft keine solche Sflbe 
bereits angewandt wurde. Dies erfordert natürlich, daß man 
fiber die „verbrauchten" Silben Recluiung hält , die in Form 
einer Tabelle leicht geführt werden kann. Tab. 11 zeigt ein 
Stück eines solchen Schemas, das am besten auf quadriertem 
Papier aufgestellt wird. Oben sind di<> Anfan^kons(nianten, 
links die Endkonsonanten anireführt ; die Kt>lnT?inen mid 
Reihen smd so breit geniaciit, daß dort, wo sie ^ich .sclmeiden, 
jeder Vokal seinen bestiimnten Platz haben kann. Hier werden 
die Vokale also eingetragen, und die Tabelle gewährt, wie 

Müller uiul Sotninmnn, l-:\)>eriiiu'iiti 11«^ lieitrftge SlW Üttteniichang 
des Gediehtnissca. Zeitschrift f. i'sych. Bd. 6. 
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ersichtlicfa, einen leichten Überblick fiber das verbrauchte 
Sübenmafcerial; bei graauer Buchffihning ist das Wiederholen 
einzelner SObm in verschiedenen Reihen ganz ausgeschlossen. 

Wenn das Schema vollgeschrieben ist, fängt man ein neues 
an, und das Silbenmaterial wird jetzt nochmals gleichm&ßig 

Tabelle 11. 



AnfftngsJ 


(onsonaiiten. 




1 * 


b 




aa 

e i 

ö ü 


€ i 
tt 


ä 

ti i 
0 ö u ü 


! 

Oft UH 

ei eu 


c 

« d 

B 

e 
« 
CS 

. o 


0 




a 

: 


a aa 
« et 


a oa ä 

1 


s 

» f 


eti i 
0 u 


ä 

0 ü 




aa ä au 

/ 


a ä cm 
« eu i 

ö 


9 


a aa ä 
ei 

u 


aa au 

• 

• 


e ti eu 

1 




a 

ei 

u ü 



verbrjiucht. Auf diisr Weise kaim inan. ohnr bpsondcrn 
Schwieripkcit . nii^clalir 1J'> l'isilMLn' l^eiheu herbtelien, in 
welchen keine Silbe /weniial vorknmiiit, 

Aul' die besondere Technik der Assoziationsiueöüuiigcii, 
die nach den zu untersuchenden Problemen vielfach variiert 
werden muA, können wir hier nicht näher eingehen <). Ob man 
aber sinnloses oder sinnvolles Material anwendet, ob man die 
Reihen einfach nach den TaktschlSgen eines Metaronoms ab- 
liest oder irgendeinen Apparat zur gleichmftftigen Vorführung 
d( 1 Reihen benutet, ob die Reihen von Anfnn^^ bis zu Ende 
durchgelesen oder in Teilen gelernt werden, ist an und 
für sich ph-irhgültig; aus jedem oinzeluen Versuche resultiert 
stets eine Zaid, die die Reproduzierbnrkeit der Reihe unter 
den gewaliltm Umständen angibt. Werden <lie Tjuistände 
konstnil) Liehaiten, so zeigt es sich bei der Wieih'rlinluii«; der 
Messuiiiieii . dali die gefundenen Zahh'ii recht bedeutend 

>) Ebbiughaus, Über da« Getlftfshtnie. 18ä5^ Müller u..K»c1iiiiimiiii, a. a. 0. 
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schwanken, und es wird also die Frage, ob diese Yariatioiien 
einfieush als zufiUllge Fehler belraditet werden dflrfen. Bid 
Metiiode, nach welcher man dies imtersuchen kann, wurde 
schon oben, Kap. 5, S. 24, angegeben; zur n&heren Beleuchtung 
nehmen wir hier ein Beispiel aus don auf diesem Gebiete 
bahnbrechenden Untersuchungen von £bbinghau8*). 

Die Vorsuclisieilie umfafst die Resultate von 84 Versnchen. 
Jeder Versuch hcsUuul in dem Lernen von je sechs Keilien zu 16 
Silben, jedeämal bis zum ersten fehlerfreien Hersagen. Die hierzu 
erforderliche Gesamtseit betrug im Mittel (Gleich. 7} 1261 Sekonden 
mit dein wnhrtjcheinlidieii Beobachtungsfehler ± 48,4 Sekunden 
f Gleicli. 8\ Um zu prtlfen , ob tüe Abweichungen vom Mittel als 
zufällige i'ehlor augesehen werden konnten, wurde die Anzahl, 
der Fehler, die in bestimmten Intervallen, ± /)«7=1/10, 1/6, 1/4 USW., 
verkamen, aufgezählt. Dies l&fst sich, wie ersichtlich, leicht tun, 
sobald die Fehler bcrrclnu«! .sind. Da niiinlich u' + 48,4, 80 ist 
/"= «?/10 4,8, f=w/6^ 8 usw.. und man zählt alsi> einfach auf, 
wie viele Fehler innerhalb der Grenzen — 4,8 und +4,8, — 8 und 
+ 8 Qflw. vorkommen. Das Resultat iat in Tab. 12 anl|^fllhrt, wo 
in der Kcihe „Ä her." die mittels Tab. 3 berechnete Anzahl Felder, 
in der Reihe „Ä gef,** dagegen die tateHchlich vorkommende Anzahl 
angegeben iat, 

Tabelle 12. 



10 






'/4 


V« 


1 


IV« 


2 


2V2 


3 


±f 


4 


8 


12 


24 


48 


72 


00 


121 


145 




4,5 


7.6 


11,3 


•>•> o 


42 


67,8 


69 


76 


80 


Ä g^. 


4 


7 


12 






Ö7 


68 


76 


81 



Wie aus der Tab. 12 ersichtlich, besteht eine fust.voUstuuiiige 
Cbereinstimmnng aviaehen der au%eBlthlten und der berechneten 

Anzahl von Fehlern, was eigentlich recht sonderbar ist. Wir haben 
nämlich hier einen der früher (Kap. 7) besprochenen Fülle, wo jede 
Ableoknng der Au^erksamkeit einen groüseu positiven Fehler herbei- 
fthren whä, wfüaenä grofte negative Fehler nnr durch eine, schwer* 
lieh vorkommende, übernuximale Anspannung der Aufmerksamkeit 
eintreten kHnnen. ^V(•nn nur ziifJlllifro Feldcrursiubcn vnrkitmen, 
würde sich die Verteilung der Felder üu geatalteu, wie Ebbinghaus 
sie tatsHchlich gefunden hat. Jede Ablenkung der Aufmerksamkeit 
kann aber auf die Assoaiationsbildung nnr die Wirkung haben, da(h 
die zum Erlernen der Reihe erforderliche Zeit verlUngert wird. 
Treten also die Schwankungen der Aufmerk'samkeit zu den zu- 
t^Uigeu Fehlerursncheu hinzu, so mUssen sie zur Folge haben, dafs 
öfters gar sn lange ^Seiten, also eine Anzahl von ttbemUlfsig grofsen 
positiven Fehlern, gefanden werden, and die Verteilung der Fehler 

»);A, a. 0. S. 50. 
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wifd somit eine unsymmetriBehe. So stellt sich die Seche er&liraiigs* 

müfsig auch am littuligsten; die meisten Fofftebor auf diesem Gebiete 
liabeu wirklich ein )erwiegeii der grofsen positiven Fehler g^efundeu. 
Wir werden gleich im folgenden ein Beispiel dieser Art betrachten. 
Wie es übrigens Ebbinghaus gelangen ist, die Un8r|rmmetrie der 
Fehler zu Termeiden, läfst sicli nicht mit Sicherheit angeben. Es 
ist aber rpclit wahrscheinlich, dafs die Ursa< lH> darin zu suchen ist. 
dafs er die verschiedenen, oben besprocheueu Vorsichtsmafsregelu 
bei der Herstellung der Reihen nicht berücksichtigte. Dann können 
aber die zu erkriunden Reihen anch nicht äquivalent sein; einige 
Reihen sind k-ichti>r nls nudore, und dtirdi du-se leichteren Reihen 
können die lu^jrativon Fehler ver^rttPsert werden. 

Diircli Wiedererlernen der einmal priemten Reihen kaini 
ninn die Feftijcrkeit der Assoziation zu jedem spftteron Zeit- 
punkte bcstiiiniien. Es sei G die Anzahl Lesnngen, die duich- 
s<*hnittlich /um Erlernen einer neuen Reihe erforderlich ist, 
und y die Anzahl, die beim Wiedererlemen derselben lieihen 
um einen gegebenen späteren Zeitpunkt gefunden wird. Die 
Di£Ferenz O — ^ ist dann die ersparte Anzahl Lesungen, welche 
Ersparnis Ton der noch bestehenden Festigkeit der Assoziation 
heirOhrt und folglich als Maft derselben angesehen werden 
kann. Diese Untersuchungsmethode wird daher das Erspamis- 
verfahren genannt. 

Die Ursachen, die beim Keuerlemen der Reihen eine im- 
sjmimetrisclie Vertcihmg der gefundenen Werte herbeiführen 
können, beeinflii?*sen auch das Wiedererlemen. Die Un- 
synimetrie kann natuuter eine ziemlich erhebliche w erden, was 
eich aub den gefundenen Werten sofort erselien läßt, wenn 
der mittlere W^ert berechnet worden ist; die negativen Fehler 
sind dann zahlreicher als die positiven, erreichen aber nicht 
so groAe Werte wie diese. Das folgende Beispiel wird die 
Sache erleuchten* 

All 50 aufeinanderfolgenden Tagen wurde jeden Tag um 9 Uhr 
vormittags eine 16slll)tge Reilie gelernt. oG Stunden spllter wurde 
die Reihe wiedererlernt; die hierzu crfurderliche Anzalil T.ps'inp-en 
ist in Tab. 13 augegeben , während in der Reihe A augutuhrt ist, 
wievielmal die venchiedenen Werte g gefunden wurden. Der mittlere 
Wert gn^ nach Gleich. 7 berei Imet, wird gm — 11,14. Folglich sind, 
wie aus Tab. IS ersichtli« Ii. 20 mal kleinere und nur 21 mal grttfsere 
Werte gefunden; die Streuung der Fehler ist also unsymmetrisch. 
Aufeerdem eneheint die Sonderbarkeit, dafo der mittlere Wert Ter* 

Tabelle 13. 

(1 8 9 10 11 12 18 14 15 
A 26 13 8 10 641 
((il)) l«82 7,08 10,66 9,42 8,12 6,70 8,83 0,88 
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hKltnistuäi'äig. sehen gefuudeu wird; wttre das Fehlergesetz für diese 
Messaugen gUltig, mUrste das Dichtigkeitsmittel bei jr ~ 1 1 liegen, 
wllirend Ä im Gegenteil hier ebeu ein partielles Hirnmom sseigt. 
Es wird iilsii nDt\v<'inli;r, die walirsc'!uMnliclie Verteiluiifz; rier r/ Werte 
7.n hestininn'M, was rinroli Ansgleichuiig der i4 -Werte altwecliscliid 
mitteU der Gleich. 16 n uud 2t> b geschehen kann. Die zweimal 
•UBgeglicbeiteii EHmktioneverte {{A)) sind in Tab. 18 angeführt; die 
genauere Bestimmung des Maximumspunktes mittels der Differeu/en 
log ({A)), Gleich. 24 zufolge, zeigt. dn(s g ^ 9,9 das Dichtigkeitsmittel 
ist. Es besteht hier also ein nicht geringer Unterschied zwischen 
dem mittleren Werte ff^ =11,14 nnd dem wahrscbeinliclien Werte 
gm = 9,9, dessen Nichtberücksichtigung unzweifelhaft in vielen Fallen 
zu falsdieti Resultaten Anlafs geben wird. Um die Gerinui<;keit der 
Messungen anzugeben, sind wegen der As^rmjuetrie der Fehlerkurve 
mni Werte notwendig, nKmlich die mittleren Werte der positiven 
nnd die der negatiTen Fehler; man findet — fm'^lyli und 4-/w 
= 1,70. 

Bei drn in der Littcratiir bisher vnrlieijenden Messungen 
dieser Art liat man »itdi, trotz der ausf^esprochenen Un- 
s^miiiietne der Verteilungskurve, stets darauf beschränkt, die 
\iiiittleren Werte der Resultate anzugeben. Es kann ktiiiein 
Zweifel uiiterliegcn . daß viele unerklärliche Sonderbarkeiten 
bei richtiger Berechnung dieser Messungen verschwinden werden. 

18. Die Verghichung äqumäßider Beige, hfittfig liegt 

die Aufgabe vor, den Einfluft verachiedener Umst&nde auf die 
Aiifbiflsung eines gegebenen Reizes zu untersuchen. Man kann 
dann diesen Reiz, den Normalreiz it, nach und nach von den 
Terschiedenen zu untersiiehenden Uniatlnden beeinfluftt werden 
lassen, indem man ihn jedesmal mit einem unter konstanten 
Bedingungen gehaltenen Reize r vergleicht, dessen Gröfie so 
variiert wird . daß r dem n gleich erscheint. Als Beispiele 
solcher Messungen können die fol«;rnden erwähnt werden: 
Messung des simultonen oder des siikzo>isiven Liehtkontrastes, 
Bestimmung der Größen- oder Lajjeiiverändj'ruugen bei den 
geometiTsch-optischen Täuschungen , Messung der Helligkeit 
verschiedener Farben, Vergleichuug leerer und ausgefüllter 
Zeitstredken usv. In allen diesen und vielen andern Fftllen 
dreht es sich um die Vergleichung zweier verschiedenartiger 
Reize, die jedenfalls in einer Beziehung einander gleich- 
gemadht und daher als ftquivalent bezeichnet werden können. 
Meistens wird die Mesvsung auf die Weise ausgeführt, daß mit 
dem unter den verschiedenen Umständen einwirkenden Nomial- 
reize konstanter Größe ein variabler Reiz verc:lirhen wird, 
dessen Größe man so lange variiert, bis er <lein Nnnnalreize 
gleich erscheint. So kann z. B. die Größe des sinmitanen 
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Koiitraak's auf dip Weise gpmeösien worden, da^ man einen 
Nonnalreiz konsUinttir liiteiitiität n sukzessiv auf verschiedenen 
Hintergründen anbringt^ während man einen variablen Reiz 
auf dneni Hintergnuide, deaaen Intensitftt stets gleich der- 
jenigen des Reizes ist, dem » subjektiv gleidunadit. An den 
verschiedenen Werten v hat man dann ein "MaA der GrOfie des 
Kontrastes. Zuweilen kann es aber praktischer sein, den 
Nonnalreiz n unter völlig konstanten Verhiltnissen zu halten 
und den variablen Reiz sukzessiv von den vei-schiedenen Um- 
ständen, deren Wirkung man m iintorsnrhen wünscht, beeinflußt 
wrrdon zu las-spn. Die lict i i o( hromc Helligkeitsvorpleichiin^ 
z. B. wird oft -«1 ausgeführt . daß man die intensitÄt v der 
Farben versclu^ wiener Wellenlange variiert, bis ihre Hellig- 
keit einem konsüinten Weiß n gleich erscheint: r ist darni ein 
Maß der Helligkeit der verschiedenen Fiubca. Wie nuui in 
einem vorliegen<len Falle am besten verfährt, wird teils von 
den zur Verfügung stehenden Apparaten, teils von den zu 
losenden Problemen abh&ngig sein. ^ 
Bei allen Untersuchungen der erwähnten Art zeigt es sieh 
erÜEthrungsmäßig, daß es gar keinen einzelnen, bestinunten 
Wert des variablen Reizes r gibt, der dem n gleich erecheint; 
man findet immer eine größere oder geringere Strecke, innere 
halb welcher v dem m gleich beurteilt wiid. Die Grenzen 
dieser Strecke können als die obere, r„, und die nntorr, p«, 
bezeifhnet werden, indem v„ >• r„ vorausgesetzt wird. Uiu 
t„ und tu zu bestimmen, verfährt man folgendermaßen. Man 
fängt z. B. mit einem Reize v an . <ler entsclüeden grölier als 
n aufgefaßt wird, und man venirindert r, bis der Unti'r.sciiied 
zwischen n und v eben unmerklich geworden ist; diejenige 
Große des v, bei welcher der Unterschied eben verachwindet^ 
ist ein Wert v«. Darauf fängt man von unten an, mit einem 
Werte der entschieden kleiner als n erscheint, und man 
vergrößert r, bis der Unterschied eben unmerkb'ch wird; diese 
Größe des v ist ein Wert f«. Werden solche absteigenden 
und aufsteigenden Reihen melimials wiederholt, eihält man 
soNvolil für r„ als r„ eine Reihe Werte; aus jeder derselben 
kann das Mitte] bereclinet nnd die Streuung der Fehler nach 
den in Kap. angegebenen Metlioden t^epnift werden. Wenn 
die Streuung mit dem Gaußhchen Feldergesetze nliereinstinmit, 
sind die mittleren Werte t„ und r„ die wahrschemiiclien, und 
jeder innerlialb dieser (Jrenzen liegende Wert r wirtl also ge- 
wöhnlich gleich ft erscheinen. Es kann jedoch auch, wegen 
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der zufälligen Fehlervorgäiige , vorkomuien, daß ein solcher 
Wert «iitweder grötier oder kleiner als n beurteilt wird. Die 
arithtnetische Mitte t^M» ^ (v»+t^») wird aber, weil sie von den 
beiden Grenzen gleichweit entfernt ist, am wenigsten einer 
solchen unrichtigen Schätzung ausgesetzt sein, oder mit anderea 
Worten : ist der wahrscheinliche Wert des r , der gleich ii 
beurteilt wird. Dies gilt aber nur unter der Voraussetzung, 
daß die beiden Grenzen , *•„ und t?„, mit f^loicher Genauijjkcit 
gfincsscn sind, was daran zu erkennen ist, daß die wahrsclu in- 
lichon Felder dieser Messungen, u\. resp. m„, gleichgroß ge- 
funden werden. Ist dagegen w^^Wh, wird der wahrschein- 
liche Wert Vu derjenigen Grenze nftlier liegen, die am 
genauesten geschätzt \s'ird, und zwnr so. dnü spinn Entfernung 
von (Ion liriden Grenzen den waliixcheinlichen Fehlern der 
Cirenzbcstininiungen . also m„ und « „, direkt proportional zu 
setzen ist. Man hat also in diesem Falle; 

^ — oder V» « , .... (Gleich. 36). 

IV— M'« w« + M„ 

Wenn — « , geht Gleich. 86 in » | (r, + r») ^ Vm Aber, 
fahrt also zu dem oben angegebenen mittleren Wert Vm als 
dem wahrsdieinlidien. 

In den liänfigsten FAUen fuidet man m'„ ?< „ , und dann 
läßt sich das Resultat einer solchen Mea<fi]ng durch <lrei Größen 
vollständig angeben, nämlich: r„,, die Mittelbreite der Strecke 
h — \{t\ — r,,), und entweder den wulirscheinlichen Feliler fr 
oder den durchschnittlichen Fehler fm der Grenzbewtiminun^en. 
Da h eiiiLich die halbe Entfernung zwischen den Grenzen t\ 
und r,4 Ist, hat nian r<, — t„,-f?> und r„ ^ L„, — b. Durch die 
drei genannten Angaben sind also sowohl die Grenzen als der 
wahrscheinliche Wert und die Genauigkeit der Messung be- 
stimmt, Ist dagegen Wu^ m'm , sind vier Angaben notwendig, 
nämlich r„, b, u\ und tCu. Aus Gleiclu uO erhält mau dann: 

Vu^v^ — . . . (Gl. 37 a) und « -|- ^ . . . (GL 37 b). 

Mitunter konnut es indes auch vor, daß die Grenz- 
bestimmungen eine unsynmietrische Verteilung der Fehler 
zeigen. Wie in diesem Falle zu verfahren ist. wurde oben 
(Kap. 14) erörtert. Als ReMiltat der Berechnungen gehen, wie 
sonst, die wahrscheinlichen Werte t'« und Vu hervor; statt der 
walirseheinlichcn Fehler erhält man aber als Au.sdruck der 
Genauigkeit der Messungen vier Werte, nämlich die positiven 
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und negativen durchaehnitüichen Fehler sowohl der oberen aU 
der unteren Grenze; w kdnnen die numerischen Werte dieser 
Fehler -^fm» und — /««i +fMii, und -—fmu bezeichnen« E2s fragt 
flieh nur noch, wie in diesem Falle aus und Vm der wahr^ 

scheinliche Wert v„ zu berechnen ist. Dieser Wert wird aber 
derjenige sein, der die möglichst kleine Wahrscheinlichkeit 
darbietet, größer als v„ oder kleiner als » „ geschätzt zu werden. 
Die Oenniiigkeit der Me.ssungen unterhalb / „ ist aber durch 
— tmu, oberhalb r„ durch +/i„o ausgedrückt, luid zwar so, daß 
<li(^ Genauigkeit um so größer ist, je kleiner diese Fehler 
sind. Der Gleich. 30 analog kann man uU>o setzen: 

V^ — Vu (—/«.«) tmo) + (—fmn) ^ 

Die Ausdrücke für r,, und r» sind den Gleich. analog, in- 
dem nui- ~l,„m rttatt «'„ und -\-fmo statt f ., zu setzen sind. 

Beispiel. Utn das Entwickelte etwas uälier zu beleuchten, 
kehren wir zu den oben (S. 11) besprochenen Messungen der 
HttUer-Lyerschen TttQBchiiag snrttek. Fttr jed« der vier Kaamlagea 
(Fij:^. 1) fatuleti xrir cinon Wert de» v!iri;iblen Reizes, und es wurde 
iiaclif^ewiesen , dafs der mittlere Wert dieser vier Orfifsen als von 
dein Haumfehler befreit angesehen werden durfte. In jeder Haum- 
lage aber wtirde sowohl eine obere ela eine untere Grenze, reep. 
«M, bestimmt, und jede dieser Grtffsen ist wiedcnun das Mittel von 
zwölf Messun{;;en. Die in j* ib'r Kanmlage gefuudeuen Werte 'V« 
und gehen aus Tab. 14 hervor. 

Tabelle 14. 



Ravmlage 


e 


a 


f> 




Mittel 


Mittel 


122,5 
118.1 
1203 


124,0 
118,7 

12M 


12-2,R 
117,4 
120,0 


m,o 

118,5 
120,8 


123.0 
118,2 



Wie aus der Tab. 14 ersichtlich, sind die mittleren Worte der 
Grenzen Jo=^ 12-5,0 und t'„— 118,2; die wahrscheinlichen Fehler 
(Gleich. 8) dieser Grenzbestimmungen sind tCo = 2.98 und w„ — 1,56, 
Die untere Grenze ist also weit genauer als die obere bestimmt 
worden. Da die mittb'ren fSrcnzwcrtc das Mittel von jf Kin - 1- 
bestimmuiigen sind, küiinen wir mittels Tal). 2 die Streuung der 
48 Fehler berechnen, die unter VorauüMetzuu(^ der Gültigkeit des 
Oaubschen Oesetses geftinden werden mofs. Die so berechnete 
Anzahl Fehlei«der verschiedenen Intervalle ist in Tab. 15 in der 
Reihe „A her." aufgeführt; in den beiden andern Reihen sind die 
&u der oberen bezw. unteren Grenze in den verschiedeneu Inter- 
vallen getftUtea Fehler angegeben. Die Übereinstimmung zwtaebeD 
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den bereclineten und den gefundenen Zahlen ist, wie ersichtlich, an 
d«r oberen Grense aebr gut, an der nuteren dagegen weniger 
befriedigend. Dies rtlbrt davon her, dafs die negativen Fehler 
kleiner und folglich zahlreicher als die positiven sind; unter den 
48 Fehlern sind 29 negativ, 19 positiv. Grofse negative Fehler 
kommen also bier, an der nnteren Oreme, Yiel seltener vor ab 
grofise positive, oder mit anderen Worten: die Grenauigkeit wird nm 
8o gröfser, je kleiner der variable Keiz gemacht wird. l>u s stimmtf 
wie man sieht, sehr gut mit der Tatsache, dafs die Geuauigkeit der 
Bestimmungen an der unteren Grenze fast doppelt so groCs als an 
der oberen Qrense iet. 



Tabelle 15. 



f 

■*■ — 


0., 


0,3 


0.5 


0,8 


1,0 


1,5 


2,0 


8,0 


4.0 


A berechn 


2,6 


7,7 


12,7 


19,7 


24 


82,6 


89,5 


46 


47,5 


Obere Grenz»' . , . 


1 


8 


15 


18 


28 


34 


38 






Untere Grenze . . . 


3 


5 


16 


24 


27 


38 


4^ 


« 


46 



Sehen wir von dieser Unregelm&fsigkeit der Feblerstreaang 
ab — was übrigens nicht snllssig ist kann die Verteilung der 
Fehler an den beiden Grenzen gri4)lu.9ch so dargestellt werden, wie 
oben (Kap. 6) angegeben. Die Fig. 2 (S. 27) bezieht sich eben atif die 
hier besprochene Messung und zeigt deutlich den Unterschied der 
Genanigheit der beiden G^nsbestimmnngen Man ersiebt aaeb sofort 
ans der Fig. 2, dafs der mittlere Wert. 120,6, der beiden Grenz- 
werte nicht der walir»eheinliche sein kann: dies^er letztere mufs v„ 
näher liegen, wo die Fehler sich viel dichter scharen. Wäre nicht 
die FdilMstrennng an der unteren Grenze eine unsymmetrische, so 
würde eben die Gleich. 36 fiir den vorliegenden Fall ^Iten, indem 
M'e ^ ?r„ , und man erhielte dann den walirsclieinlii lieii Wert «ler 
Messungen r„ = 1 19,84. Wegen der Unsynmietrie der Fehlerstreuung 
an der unteren Grenze dUrfeu wir aber bei diesem Kesultate nicht 
stehen bleiben ; es ist notwendig, die fitktisehe Feblerkarre nnd das 
Dichtigkeitsmittel dieser Messungen n<ich den frUher angegebenen 
Prinzipien zu bestimmen. Diese Arbeit ist aber sehou erledigt; das 
in Kap. 14 besprochene Beispiel einer unsymmetrischen Fehlerkurve 
besteht sich eben auf die Messungen des Vu* Das (S. 60) gefundene x 
ist der wahrscheiiiliclie Wert t^u»: 117,4, mit den Fehlern — 1,23 
und + U ~ \ Da wir ferner f\, — 123.0 ini<l 4^ f,,, - 3.«; haben, 
können wir diese Grölsen in Gleich. 58 eiu^eueu ; es ergibt sich 
dann schliefslich v»— 118,9. Dies Rftntitat kennte Übrigens schneller, 
mitwenigcr Mühe, erreicht worden sein, wenn man sitmtliehe Messungen, 
ohne die Bestimmungen der oberen und der nnteren Grenze SU trennen, 
als eine unsymmetrische Fehlerknrvc liehaiulelt liiittf. 

Iii liotrod" der praktischen An tulminü: der besprochenen 
Me8sun<.j('ii isl noch verschieilcn(>s zu hciücksichtip^en. Am 
einfachsten stellt sich die Sache, wenn es sich um gleichzeitigOi 
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also iHuiulicli ii('l)on(>inan(lor gegebene Hoizo handelt. In 
diesem Falle läüi sich n konstant halten, wiilircnd v kontinuier- 
lich, absteigend oder aufsteigend variiert \vivd. Die genauesten 
Bestiminungeu erhAlt man sweifelsohne, wemi die Versuchs- 
persott selbst die EänsteUangen der Grenzweite ausfOhrfc, jedoch 
ohne den jedesmal eingestellten Wert ablesen zu können. 
Gestattet die Konstruktion des Apparates nicht, daß die Ver* 
«uchspor.'^on selbst einstellt, muß dies also von einom Assistenten 
nach de« Angaben der Vei-suchsperson ausgeführt werden, und 
zwnr so. daß die Varintionon des Reizes r um so lanf^nmer 
stattHnden. je mehr sich der Heiz dem u'esuchten Grenzwerte 
nähert, damit dieser Grenzwert nicht übei"sehritten wird. Findet 
trotzdem durch Unachtsamkeit ein Ü))er.schreUen der (ireiize 
statt, so ist es am richtigsten, den gefundenen Wert sofoi-t 
zu verwerf(m und die Bestimmung zu mederholen. Sucht man 
dagegen durch rQcklftufige Variationen des' Reizes die Ein- 
stellung zu Terbeasem, so erhAlt man nicht ' den gesuchten 
Grenzwert, wo der Unterschied eben unmerklich wird, sondern 
•nur den Wert, wo der Unters(;hied eben merklich zu werden 
anfängt, und diese beiden (iröüen sind, wie wir später sehen 
werden, durehaiis nicht identisch. 

Viel .schwieriger .stellt .sich die Sache im zweiten Falle, 
wo es sich um sukzessiv ein\N'irken<lp Reize hand(dt. Hier 
kann von einer koiitinuierten Variation niclit die Hede sein. 
Wegen des Zeitfehlers, der von der Sukzession der iieize lier- 
röhrt, und dessen Größe vom Intervalle zwischen dm beiden 
Reizen abhängig ist, wird es nämlich notwendig, nach jeder 
neuen Einstellung des v nicht nur v, sondern auch n zu wiedei^ 
holen. Die Veränderungen des variablen Reizes müssen also 
spnmgweise aust^eführt werden, was die Dauer und die 
Schwierigkeit der Messung bedeutend erliöht. Sind die Stufen 
der Varintionen zu klein, so ermüdet die Versuchsperson : sind 
sie zu groß, so wird die Genauigkeit der Messung dadurch 
gefährdet. Um beides zu vermeiden . vf^ fährt man dann so, 
d;ili die Stufen anfangs, wo der Unterschied zwi.schen u und ?• 
noch groß ist, recht groß und allmählich, je mehr man .sich 
der Grenze naht, immer kleiner genommen werden. Die Fest- 
stellung der Stofengröße muß dem Assistenten obliegen, der 
sich nach den Anweisungeil der Versuchsperson: „Unterschied 
groß, klein, kaum merklich", richtet. Werden die Veränderungen 
in der Nähe der Grenze nicht genügend fein abgestuft, kann 
es sehr leicht geschehen, besonders wenn der Expedmentierande 
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stets auf dieselben Reizgiöüen einstellt, daü Uie Streuung der 
Fehler geringer wird, als es dem Feliiei-gesetze zufolge mög- 
lich wäre. Die Grenauigkeit der Measang acheint dann viel 
großer zu sein, als sie tatsächlich ist; das Resultat ist also 
eigentlich durch die unvermeidliche Mitwirkung des Ezperi- 
mentierenden verfälscht worden. Die Rei^grOAen müssen also 
in der N&lie der Grenze äußerst fein abf^estuft und womöglich 
bei jeder Wiederholung der Messimg vaiiiert werden. £ine 
sol( ho Mossimg wird dann sehr viel Zeit in Anspruch nehmen, 
die nocli dadurch verlängert ^vii-d, daß oft dir Wiederholung einos 
Rei/.j)aiir('s. n und r, notwendig ist. Kmc zuiüiiige Ablenkung 
der Aufiiiorksaiiikpit wird nämlich die Folge haben, daß ein 
Unterstrhied zwischen n und r. der bei maximaler Konzentration 
der Aufmerksamkeit noch bemerkt werden könnte, jetzt un- 
merklich wird. Und dks geschieht selbstverst&ndlich um so 
leichter, je geringer der Unterschied ist, je nfther der Grenze 
man sich befindet WQrde man also, nachdem man sich 
stufenweise der Grenze genfthert hat, den ersten Wert des r, 
der gleich n Ix urteilt wird, als einen Grenzwert rechnen, so 
könnte dadurch ein nicht unerheblicher Fehler entstehen, der 
sich schwierig kompensieren ließe, weil die Zahl der Messungen 
notwcndijrerweise eine bcschränkto sein muß, da sie so viel 
Zeit boaiispriichen. Es ist daher ratsam, wenn r ^deich u 
geschätzt winl, dsusselbe Heizpnar zu w^oilprliolcn. iiin sich zu 
vor^i'wissem , daß das Olclchiieitsurtril nicht hioü eine Zu- 
fälligkeit war. Manchnial merkt man dann bei der Wieder- 
holung einen deutlichen Unterschied, und ei-st wenn das Urteil 
.gleich" auch bei der Wiederholung des Reizpaares abgegeben 
wird, ist ein Grenzwert definitiv erreicht. 

Was hier von der praktischen Ausführung der Messungen 
gesagt wurde, betrifft übrigens nicht ausschließlich die Ver- 
gleichung ftquivalenter Reize, sondern ebensowohl die im 
folgenden fKap. 10 und 2(0 zu besprechende Vergleiclumg 
gleichartiger Reize imd gleich erscheinender Reizuntei-schiede, 
überhau])f jf^df" Uiitorsnchnnix. dir nach der nSmlirhen Methode 
ausgeführt wird. Man nennt diesellte fntwt'der die „Metliode 
der Minimaländei-nn^'en" oih'r die Jrenzniethode ; letzterer 
Name ist der kürzere, ers^terer ist dagegen weit charakte- 
risti.silier, indem er den genauen Gegensatz dieser Methode 
zur „Konstanzmethode" (Kap. 21 — 2:i) angibt. Das hier dar- 
.gestdlte Verfiihren, welches das „halbwissentliche" genannt 
werden kann, wird nicht immer befolgt, obschon gewöhnlich 
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nur dieses zu genauen Resultaten führen kann. Halbwissentp 
lieh ist das Verfahren, weil die Versuchsperson sowohl Zeit- 
ais Raumlage der zu vergleichenden Reize und außerdem die 
Richtung der Verftnderangen des variablen Reizes kennt. 
Selbst wenn dies alles der Versuchsperson nicht vorher mit- 
geteilt ist, wird es nämlich sofort bemerkt, wenn jede neue 
Reihe mit einem genügend großen Unterschiede der beiden 
Reize anfängt und die Veränderimg des variabh^n Reizes 
systematisch ausgeführt wird. Die Versuchsperson ist dann 
gleich darüber im reinen, welcher Reiz der variable, und ob 
die Reihe eine nh- oder aufsteigende ist; dagegen kennt sie 
nicht die Gröüe des jedesmal beurteilten Reizes. Wenn auch 
diese GrOAe der Veraucfasperson belnont ist, dann ist das 
Verfahren vAllig „wissentüdi''. ESne solche Kenntnis ist aber 
ziemlich geOhrlidi, weil dadurch die Möglichkeit entsteht, 
daft theoretische Vorurteile und allerlei Suggestionen das 
Urteil sogar gegen den Wunsch der Versuchsperson beeinflussen 
können; vollstftndig unbrauchbar wird das Verfahren selbst- 
verständlich, wenn man mit wenig gewissenhaften Versuchs- 
personen zu tun hat. 

Wie dem wissentlichen ist das halb wissentliche V*-rfahren 
auch dem „unwissentlichen" entschieden vorzuziehen. Un- 
wissentlich kann da.s Verfahren nämlich nur dann sein, weim 
die Veränderung de.'s \aiiablen Reizes völlig regellos ist; so- 
bald eine systematische Variation ausgeführt wird, errät die 
Versuchsperson sogleich, welcher Reiz der variable ist, und in 
welcher Richtung die Verinderungen stattfinden. Eine regel- 
lose Variation des Veigleichsreizes ist aber in mehreren Be- 
ziehungen miAlich. Subjektiv wird das Vergleichen da- 
durch erschwert, daß der Nonnalreiz sich nicht dem Gedächtnis 
einprägen kann, und daH der bald stärkere, bald schwächere 
Vergleich.sreiz stets überraschend wirkt, weil die Aufmerksam- 
keit sich nicht auf die zu erwartciide Heizgrr)ße einzustellen 
vermag. Objektiv bewirkt die uinegchuaLuge Nariatiori des 
V<M gleiclisr<Mzes, daü dieliahnung der .Mikzefksiven Einplindungen 
geringer wird, indem jede Wiederholung eines Reizpaares, oder 
einander sehr ähnlicher Reizpaare, eine Verstärkung der 
Bahnung verursacht. Das unwissentliche Verfahren kann 
daher eu Resultaten führen, die von denjenigen des halb- 
wissentlichen recht verschieden sind; unvergleichbar sind die 
Resultate schon wegen der gftnzlich verschiedenien Genauigkeit 
der beiden Verfahrungsarten. 
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Aus dein olion Angeführton geht hervor, tlaü die Grenz- 
methode leicht und scluiell zu ge nauen Itesultaten führt, wenn 
es sich uin kontinuiert vai'iierte, gleichzeitige Reize handelt, 
daft sie aber sehr zeitraubend wird, wenn man aie auf sok- 
zesaive Reize, die stufenweise verftadert werden mUssen, in 
Anwendung bringt. In letzterem Falle verdient die »Konstanz- 
methode*', wovon weiter unten (Kap. 21—23) die Rede sein wird« 
unbedingt den Voi-zug. Auch nach dieser Methode können 
die Messungen wissentlich, halbwis^sentlich und unwissentlich 
— im hier gebrauchtem Sinne dicHcr Wörter — ausgeführt 
werden, und was in betreff dieser verschiedenen Methoden hier 
gesagt worden ist, hat auch hinsichtlich der Kou^tanzuiethode 
Geltung. 

19. Di*' Bestiinmutuj (It r Bahnung und der Schwellen. Wäiirend 
es bei der N'ergleichung äquivalenter Reize wohl ausschlieülich 
von Interesse sein wird, die als gleich beurteilten Heizgrößen 
festzustellen, bezweckte die Yergleichung gleichartiger Reize 
bisher fiost nur die Bestimmung der Unterschiedsschwellen, 
indem diese GrOfien für die Prüfung des psychophysischen 
Grundgesetzes von entscheidender Bedeutung sind. Wenn es 
sich um gleichzeitige Reize handelt, sind gewöhnlich nur allein 
die Schwellenwerte von theoretischer oder praktisclui Be- 
deutung: wenn dagegen von siik/es^iven Reizen die Rede ist, 
kommen außerdem die als irlcich geschätzten Reizgröüen in 
Betracht. Bei sukzessiven Reizun^'eii entsteht iiänilich, wie in 
Kiip. 4 besprochen, wegen der Jiahinnit^ ein nicht «'liaiinier- 
barer Zeitfehler, dessen Giüüe bestiuunt werden muü, was 
einfach durch Messung desjenigen Wertes des zuzweit ein- 
wirkenden Reizes geschieht, welcher dem ersten Reize gleich 
beurteilt wird. In diesem Falle, bei der Yergleichung suk- 
zesdver Reize, wird die Aufgabe also oft etwas komplizierter, 
als wenn die Reize simultan gegeben sind, und wir behandeln 
daher die beiden Fälle getrennt. Dagegen brauchen wir nicht 
die Bestinnnung der Reizschwellen von derjenigen der Unter- 
schiedsschwellen zu trennen. Die Reizsi h welle ist nandich 
die kleinste Kei/^röLu'. die flherhan])t eine Eini)fin<hin«r erreirt ; 
die L nt ersclnedsschwelle ist der kleinste Rei/unter.■^ehie(l, der 
bemerkt vver<len kann. Die Reizschwelle ist iulLrlich ein 
Spezialfall dei- l nler<( hietlsschwelle. der dann eul.slehl. wenn 
einer der zu v ergleichenden Reize Null wird. Wir gebrauchen 
daher im folgenden, wo nicht besondere Umstände eine 
Trennung erfordern, der Küize halber das Wort „Schwelle" 

LtbmBtia, Lahrbueh dar ]wj«h«logiMh9ii Hathodik. 6 
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iii Uer Bedeutimg: Uiiterschiedsschwelle luit dem Spezialfall 
Reizschwelle. 

Fangen wir init dem komplizierteren Falle der sakzessiven 
Reize an, so wird es nicht notwendig, die beiden möglichen 
Zeitlagen getrennt zu behandeln. Wie achon oben (S. 18) 
hervorgehoben, sind die Bestinnuungcu dann am genauesten, 
wenn der variable Reiz zuzweit einwirkt, und fOr die meisten 
Untersuchungen werden «^io Messungen in dieser Zeitlage ge- 
nügen. Was wir über (liosoll»en hier darleiren werdon. hllat 
sich fibrigens ohne weiteres auf die andej e Zeitlage übertragen, 
80 dalä wir mir die ersterc zu brrücksieliti^oi brnnchen. Es 
sei also ein koiHtnnter Noniuüreiz von der Intensität r ge- 
geben . und wir sucliea die Werte des zuzweit eintretenden, 
variablen Keizes r^, die dem r gleich, ebenmerklich gröfier 
und ebenmerklich kleiner als r erscheinen. Bei diesen Be- 
stimmungen ist zuvörderst zu beachten, daft die GrOAe der 
Bahnung vom Intervalle zwischen den beiden Reizen abhängig 
ist, so daA dies Intervall konstant gehalten werden muß. 
Geht man dann z. B. ^on einer Reizgröfie aus, die größer 
als r erscheint, nnd wird r„ nach und nach vennindert, 80 
erreicht man erst den Punkt, wo der Unterschied z\Nisclien r 
und rj eben unnierkh'eh wird: (hose Reizgröße bezeichnen ^^^r 
als Tio. Nimmt ferner die Ciroüe des fortwjdircnd ab. so 
wird scidieülich ebenmerklich kleiner als r geschätzt : die 
l)etreffende Reizgrüiäe bezeichnen wir als in- Läüt man dann 
rg wieder anwachsen, so verschwindet erst der Unt^i-schied 
bei einer Reizgröße r-iu, die die untere Grenze der Gleichheit 
angibt, um dann wieder bei einer Reizgröfie Bn hervorzutreten, 
wo r2 ebenmerklich größer als r erscheint. In der ab- 
steigenden Reihe erh&lt man also r«» und rn, in der auf- 
steigenden »••„ und i?u, und diese vier Werte können folglich 
in einem Zuge bestimmt werden, wobei jedoch zu beachten 
ist, daß die Ermüdung in gewissen Fällen, bei schwierigeren 
und daher lanire dnneniden Messungen, die Kesnitate nicht 
unerlieblich liecinflussm kaini'j. ('britrf^ns sind anch Iiier tranz 
die nandiehon N'oiNichtsinaüreuM'ln /.u ncimien. die im \nrig;en 
Kapitel liiir>i( litlich der Vergleichung äquivalenter liei/.e be- 
sprochen wurden. Wenn die Bestimmung der vier Grt^üen 
hinlänglich oft wiederholt worden ist, kann man den wahr- 
scheinlichen Wert jeder Größe als das Mittel der Einzel- 

*) Vgl. Beiträge lur Psychod^-namik der Gewichtempfindungen, S.465. 
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bestiiiiiiHin«r(>n lierechiien und tci iu i- die Berechtigung dieser 
Berechnung durcli die Pi üfuny der Fchlerstreuung untei*suehen. 
Zeigt es sich dann, liai» die Fililerkurve irgendeiner der 
Größen unsyniiuetrisch ist, so sind die Berechnungen nach den 
m Kap. 14 erörterten Priimpien auszufahren; ein solcher Fall 
wird jedoch nur ausnahmsweise vorkommen. 

Die Werte r^p und r«» sind, wie gesagt , die obere resp. 
untere Grenze der Hel/großen, die dem r gleich beurteilt 
werden. Sie entsprechen also den Werten i\ und Vuy die bei 
der Vergleichung äquivalenter Reize gefunden werden, und 
sind folglich genau wie diese zu behandeln. Die Werte Rn 
luid m sind die Keizgröüen, die oheninerklich u-ifUifM- ])ezw. 
kleiner als r beurteilt werden; folglich sind die 6ch wollen 
Sa und äh: 

Sn^Iin — r... (Gleich, at'a) und sn =r— m . . . (Gleich. 31» b). 

Diese Bestiiiunung der Schwellen _ ist unzweifelhaft die 
richtigere, jedoch nicht die gewöhnliehe« Bidier war es 
nftmlich flblich, die Mittel \ {Ru-\-ri^ und f (r^+ni) su bilden 
und hieraus die Schwellen: 

Äi^ — r . . . (Gleich. 40 a) und 

Äii = r— 1 + ni) . . ■ (Gleich. 
zu berechnen. Die letztere Bestinunungsweise hat vor der 
ersteren den praktischen V^orzug, daü die gleiche Genauigkeit 
mittels der halben Anzahl auf- und nbstoi^'onder Reihen 
en*eicht >nrd. Außordoni sind die Werte, di«* nach der später 
(Kap. 22) zu besprechenden Kon.stanznietliüde ^^efiuideri werden, 
der Theorie zufolge nur mit den nach Gleich. 4i)a und b be- 
rechneten übereinstinunend ; wenn es sich also um eine Ver- 
gleichung der beiden Methoden handelt, wird man fast inuiier 
genötigt, der Berechnung der Schwellen die Gleich. 40 a und b 
zugrunde zu legen. 

Was hier hinsichtlich der Vier GrOften Ityx^ f^«^ ttn und 
ru angegeben wurde, läßt sich ohne weiteres auf die ent- 
sprechenden Gröfien der anderen Zeitlage, i{i, rio, ri« und ft 
übertragen. 

In gewissen Fällen konmit es vor, daß außer den Zeit- 
lagen anch noch die verschiedenen Ranndajjcn zu berück- 
sichtiü;eii sind. Dies wird z. !>. Iiei den Gewjchteniitiindungen 
statLiinden, wo die nebejieinander siehenden Gewiclite mit 
derselben Hand, also naciieinantler, gehoben werden. Da der 
hebende Ann sich den beiden, links und rechts stehenden 
Gewichten gegenober nicht in derselben Lage befindet, kann 

6* 
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hierdui-ch ein Kaumfehler entstehen. Hat man daher eine 
aaf- und absteigende Rdhe so dnrchgetnacht , daA z. B. 
das Kormalgewicht links und das Vergleichsgewicht rechts 
standen, so müssen die Lagen der Gewichte yertauscht und 
die Reihen wiederholt werden. Nennen wir die beiden Raum- 
lagen a und h, so erh&It man also in jeder Zeitlage acht Gröben, 
n&nlichz. B.: liaii, r«su, und r.,u in der Raumlnge a und 
-Rmi, n-io, ri2u. lind nn in der Raundage h. Werden darauf 
die Mittel der zusiininiengehorendcn (iiöücn l (Raii + Biu), 
I (r.e- -f *'f2.), ^ (*'oi>t-h n-z») und ^ ('„n-f ^ai) berechnet, so kann 
nuiii auf die früher (Kap. 3) angegt hene Weise jdütoii, ob die 
Raunifehler als eliminiert angesehen werden dürfen. Dies wird 
fast immer Fall sein; findet es aber ausnahmsweise nicht 
statt, so UM sich der Raumfehler nicht durch Berechnung 
eliminieren. Man ma£ dann zu künstlichen instrumentalen 
Anordnungen seine Zuflucht nehmen, indem die Gfewichte z. B. 
auf einem Schlitten stehen, der von dem Experimentierenden 
links imd rechts geschoben werden kann, so daß sich die 
beiden Gewichte der Versuchsperson stets in derselben Lage 
d.nhieten. Wenn die Technik und <lic Mctliodik iinnier Hand 
in Hand arbeiten . !ass(Mi siel) die meisten Scinviorigkeiten 
überwinden. Wir können also davon ausgehen, data es stets 
auf irgendeine Weise gelingen wird, den Raumfehler so weit 
herabzusetzen, daft der nicht eliminierte Rest vemachlftssigt 
werden darf. Man hat dann entweder, der Gleich. 39 analog : 

8u = ^ {Raii + lUii) — r (Gleich. 41 a) und 

»II — r — i (/-„u + nit) (Gleich. 41 b) 

oder auch, der Gleich. 40 analog: 

i^il = 1 (-K«H + ÜMI + n,2o -f n-i.) — r . ' . ((ileich. 42 a) 
.Sil — l (r„iu + n-iH -\-r„u + nu) . . . (Gleich. 42 b). 
Es kann nur Sache der Definition sein, ob man die I 'nter- 
schietlsschwelle als tlen ebemnerkliclien Heizunterschied oder 
als das Miltel des elienntei klichen und des ebeinunnerk- 
Inlicn L iiierscdiiedcs bestiuuncn will, und folglicli kann man, 
je den Umständen nach, die Gleich. 39 und 41 oder die 
Gleich. 40 und 42 vorziehen. Dageg(>n ist es prinzipiell un* 
richtig, wenn man ^die iSchwelle" als den mittleren Wert der 
oberen und unteren Schwelle bezeichnet, also S = \ (Su+su), 
was ebenfalls allgemein üblich ist. Die obere Schwelle 8\i 
ist m'imlich der /invachs. den der Nonnalreiz r erhalten muß, 
damit ein Unterschied ebenmerklicli wird. Die untere 
Schwelle su ist aber der Zuwachs, welcher dem ^'ormalreize 
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r — su. iuiuLizufügen ist. iiiii einen ebenmerklichen -Unter- 
schied hervorzubringen. Die beiden Schwelloi beziehoa sich 
somit auf ganz verschiedene ReizgrOticn, und es hat durchaus 
keinen Sinn, einen mittleren Wert derselben zu berechnen. 
Nur wenn die verschiedenen- Schwellen auseinandergehalten 
und die dvTiaiiiischen Relationen jeder derselben bestimmt 
werden, ist auf ein Verständnis der oft recht verwickelten 
Verhältnisse zu hoffen^). 

Bei fr1pi( hz('itii,'en Reizen vereinfachen siich die Messungen 
oft, ganz hrdoutrnd. Da es liier keine verschiedenen Zritlagen 
gibt mid folglieli auch keine Bahnung zu bestinuuen ist . Iiat 
man für die dem Normnlrei/e gleich geschätzten Größen keinen 
Gebrauch. Es konmien somit in den beiden Raumiagen a 
und b im ganzen nur vier Größen in Betracht, nämlich Jia und 
J{», die ebenmerklich größer, und r», die ebenmerklich 
kleiner als der Normalreiz beurteilt werden. Die beiden 
Schwellen f die nach Gleich. 41a und b berechnet werden 
können, bieten übiigens in den meisten Fällen keine besonderen 
£igentinnlichkeiten dar und sind meistens auch fast identisch ; 
es gentigt daher vollständig, die eine, z. B. die obere, zu er- 
mitteln. Außerdem wird man sicli oft, /.. B. Ixi optischen 
Untersuchungen, davon uberzeugen können, dali die Rannilagen 
durchaus ohne Einfluß nnf die zu vergh^ichenden Heizgirdien 
sind. Findet man als^ }',^lUy so kann sich die Mtssiuig 
einlach auf die Reizgroiie R bescliranken, die ebemnerklich 
größer als r ei-scheint. 

Betspiel. Um später eiue Vergleichuug zwischeu den Kesultateu 
der Grenzniethode niid denjenigen der KouBtanxinetliode durdiftlhren 

7.U kr»nueiif wird hier eiue voUstHndige Bestimmung nach der erstereu 

M('tli<nle angegeben. Die Utit<»rsn<'hnnnr w-nrd»* mit Sclialhoizr-n 
ausgeführt j die zu vergküclieudmi Keize wunlen mittels einer i'endel- 



Tabelle 10. 
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v.iii-iilitung mit einem Intervalle von 1.25 ?^<k. ruit ^natisrh aus- 
gelost, lu auf- und absteigenden Reihen wurden die dein Nonnal- 

') Vgl. P.iycliudymiinik, S. 86. 
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reuie r=s:256 entsprecben<leii vier Grötseu, it'n, r>c, r>„ nnd rn, 
bestimmt. In <)er KeiLe t* der Tab. 16 »ind die als Mittel von 

20 Einzelbestimmungen berecltTietpn Werte rler vier (iiJifsen nn- 
gegebon ; aufserdem sind die wahrsciieiniiclien Febler w und die 
durckscUaittlicbeu Fehler (,„ angeführt. Diesm Berecbnungs^veise 
wird hier genflgen, weil die Fehlerkvrven symmetrisch sind; es 

kommen nilmlich gleicluiclo pr.siti\p und negative Febler vor. 
DeHMenungeachtet entspricht die 8troiuing der Fehler, die aus 
lab. 17 ersichtlich ist, dem Gaufsselien Gesetze nicht vullsUlndig; 



Tnbollr 17. 
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die UUutigkeit der kleineren Fehler ist an melireren Ötellen zu 
grofs. Dies rtthrt unzweifelhaft von dem oben (8. 78 — 79) besprochenen 
Umstände her, dafs der variable lieiz nicht genügend fein abgestuft 
wurde. Die berechnete Verteilung dr-r Fehler ist in Fig. 8 graphisch 
dargestellt; hiervon wird weiter na(ea die Kede sein. (Kap. 21). 

20. Die Beatiwimmg (jhich irschvinnuUr luirnntcrschiede. 
Es seien drei, nur intensiv verachiedene Reize, B, M, ge- 
geben ^ und wir nehmen an, daß K>Jlf>r. Durch eine 
zweckmäßige Abstufung irgendeines der Reize läßt es sich 
erzielen j daß die beiden Reizunterschiede B — M und M—r 
gleich groß erscheinen. Solclie Hcstimmungen, die bisher bei 
ih n psychophysischen l iitersnchnngen eine niilit geringe 
Rolle gespielt lmV)cn, sind einei-seits nüt großen sulgektiven 
Schwiengkeiten verbunden, was daraus hervorui iit . daü die 
gefundenen Werte des vanablen l?rizP"< nidit iiii« rlicldiclic 
Sciiwanknngen auswciscii. Aiitb r^cit s sind die zwisclicn diei 
iileichzeitigen oder suk/( ssivcu In i/ungen stnti liiidcnden 
dyjianiischen Vorgänge meistens .so vei wickelt, daii die Intensi- 
täten der resultierenden Enij>fintlungen nur juuiäherüngsweise 
berechnet werden kGnnen Zur Prüfung theoretischer Voraus» 
Setzungen sind derartige Messungen daher nicht besonders 
geeignet. Da es jedoch vorkonmien kann, daß Messungen 
dieser Art von entscheidender Bedeutung werden können, 

»j rsvv,hod\ n:Mink, S. 123— LW, 274 — 277. lit iträgc z. l'.>vehMdynJimik, 
S. 454-458. 
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werden wir hier in Kürze das Verfahren und die Vorsichta- 
mafiregehi besprechen. 

Wenn die drei Reize aufeinanderfolgen , ist es eine un* 
nmgftngliche Bedingung kcNostanter Resultate, daß die beiden 
biterralle gleichgroß und konstant gehalten werden. Unter 
den sechs möglichen Zeitlagen der drei Heize sind die vier 
deshalb unbrauelibar, weil die Intervalle der Heize, deren 
Untei-schied verglichen werden soll, verschiedene Länge er- 
halten. Aiißrrdein wird die Vergleichung der Rcizuntei*^^rhiedo 
sehr erschwert , wenn diese Untoi-srhiede nirht iinn litte Ibai* 
aufeinanderfolgen, sondern ineinander ein/^^esclilosson sind. 
Die beiden erwähnten Umstände finden in den Zcitlagen / Ii 3f. 
Mi- IL Mlir und HrM .statt, indem vorausgesetzt wird, daü 
die zu yexgleichenden Reizunterschiede JR — itf und M — r siud. 
Es erQhrigen somit nur die Zeitlagen rMB und RMr^ die 
ein einigermaßen genaues Vergleiehen gestatten. Von diesen 
beiden ist aber die letztere deswegen weniger anwendbar, weil 
die Bahnungssuwächse der späteren und schwächeren Heizungen 
von den vorhergehenden stärkeren recht bedeutend werden und 
daher in den zu prüfenden Formeln nicht vernachlä.s.sigt werden 
krtimon. willrrond .sie sich schwerlich mit Genauigkeit be- 
stimmen lassen*). Man ist also mcMstens auf die Untersuchung 
der Zeillage r 31 Ii iK sdiränkt. \\'elchen der drei Heize man 
hier als den variablen wählt, ist mizweifelhaft nicht gleich- 
giiltig. In den bisher vorliegenden Untersuchungen wurde 
gewöhnlich die Stftrke des mittleren Reizes M variiert; aus 
den schon oben (S. 18) angegebenen Grfinden wird man wahr* 
scheinhch eine größere Genauigkeit emelen, wenn der zuletzt 
eintretende Reiz Ii der variable ist 

Bei gleiclizeitigen nebeneinander einwirkenden Reizen sind 
in betreff der Raundage dieselben Verhältnisse zu berück- 
.sichtigen, die hinsichtlich der Zeit läge dargelegt wurden. Die 
Reize, deren Unterschiede verglichen werden sollen, müssen 
nebeneinanderlieiren . so <laö nm* die T?aninla'j:en fl Mr und 
r M h' zur Beurteilung kommen können. Wenn Kojitra.st und 
jjnnstiiie störende Einflüsse atisireschlos-sen simi . wiid wohl 
scheu em Unterschied zwi.s< iien die.sen beiden liainnlagen zu 
finden sein. Dagegen ist es höchst wahi*scheinlich , daü die 
rftumliche Entfernung der drei Reize voneinander nicht ganz 
ohne Bedeutung i.st; man ist meistens geneigt, einen Ueiz- 



1) pMyrhmiyiwmik, 8. 12S-m 
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uiit(M Sichied um so größer zu schätzen, je weiter die Heize von- 
eiunuder entf^nt sind*). Es läüt sich iilso auch hier nicht 
vollständig von den Kapazitäten der psyehisehen \''or|rftnpre 
:distrnliieren , und l'nlplich isf bieriiuf Rücksicht zu nehmen, 
61» daü dieselben keinen störenden Einfluß au.süiK"ii ; die gegen- 
seitigen Entfernungen der drei Reize iinissen i^leichgroß sciji. 
liei gleichzeitigen Heizen wird es aller Wahrscheinlichkeit 
nach ohne Bedeutung, welcher Reiz der variable iat. 

In allen F&Uen, sowohl bei simultaner alß bei sukzessiver 
Anordnung der Reize, findet man nicht einen alleinigen Wert, 
des variablen Reizes, der die Gleichheit der Empfindungs- 
unterschiede herstellt; der variable Reiz kann innerhalb ge- 
wisser Grenzen beliebig verändert werden, ohne daß die 
Gleichheit der Unterschiede dadurch gestört wird. Nehmen 
wir z. B. an. daß der mittlere ReiT: M der variable ist, so 
findet man in den absteigenden Heihcn eine obere Grenze M^, 
wo (b'i- Hei/.unters<hied R — Mo eben anfliört.. kleiner zu sein 
als der Unterschied M„ — r. In den aufsteigenden Reihen 
bestiimnt man dagegen die mitere Grenze Jlf„, wo der Unter- 
schied Jlfii — r eben aufhört, kleiner als der Unterschied B^Mu 
zu sein. Jede Reia^röfie innerhalb der Grenzen Jf« und Jf« 
wird fo^lich Gleichheit der Empfindungsunterschiede herbei- 
führen. In betreff der weiteren Behandlung der Messmigs- 
resultate gilt hier, was oben (Kap. 18) über die Vergleichung 
äquivalenter Reize angegelien win-de. 

Die Vergleichung gleich erscheinender Rpi/tmterschiede 
wird oft die .Methode der mittleren Abstufungen" genannt, 
indem frfiher derart i^^c l iilersucliungen als vme. Methode zur 
Frül'ungde.s j)sy( hii]»ljysisclii'n (»rnndgeset /es angewandt wurden. 
Zu diesem Zwecke sind die erwähnt^^n Untersuchmigen kaum 
mehr zu vei*wenden, da die Hemmnngs- und BahnungsverfaftHp 
nisse dreier gleichzeitiger oder sukzessiver Reize gar zu kom- 
pliziert sind, um die Durchführung der Berechnungen mit der 
erforderlichen (Genauigkeit zu gestatten. Dag^en wird schon 
eine leidliche Übereinstimmung der Messungen mit den For- 
meln zu dem Nachweis genügen . daß sämtliche .das Urteil 
beeinflussende Faktoren berflcksi<'htigt worden sind , und zu 
diesem Zwecke können dt^'nrtige Bestinnunntren wob) auch 
noch kimftig ausgeführt werden. Ea kaiui aber nui- meleiten, 

') Müller, GenichtRpunkt« u.Tatsftoheu d«r p^iychopliysiiichen Methodik, 

■'') Vgl. P»yi'hi>dj uHmik, S. 3ök— .359. 
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weiui diese Metliode als eine der Grenzniethode und der 
Konstanzmethode nebengeordnete aufgestellt wird. Es kann 
hiervon, wie leicht ersichtlich, gar keine Rede sein, indem die 
Bestimmung desjenigen Wertes des variablen Reizes, bei 
welchem die Reizunterschiede als gleich beurteilt werden, 
sowohl nach der Grenzmethode als nach der Konstanzmethode 
stattfinden kann, was übrigens auch von d^ anderen hier 
(Kap. 17 — 19) besprochenen Aufgaben gilt. 

B. Die Methode der UrteUsüadimg^. 

21. Die Konstimeniethode, tKMändiffes Verfahren, Die ver' 
schied^en Aufgaben, die in betreff der Enipfindungsverglcichung 
vorkommen können, zerfallen, wie wir gesehen haben, in zwei 
Hauptgruppen, je nachdem entweder die subjektive Gleichheit 

odf«r <1<M- olxMiiuerkliche Unterschied gegebener Reize und 
Heizuiileisclnedc zu hostinmipn ist. Ks macht aber bei den 
Bestimimmgen keinen vveseiiilichen Unter:>chied, ob die Grüßen, 
die einander gleichgemacht werden sollen, gleicliartige oder 
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äquivalente Reize oder gar Reizunterschiede sind. Es wii'd 
also genügen, wenn wir im folgenden die beiden Hau j)t fälle, 
die Bestininmng der einander gleichen und die der eben» 

merklich vorsrhiedencii Reize, betrachten. Wir benicksichtigen 
dabei- bei der Darstellung der Konstanzmethode nur dir Re- 
.stiiiimnntr der Bahnmitr und der Schwel Ion jL^lcicliariiger Hi'i/.e. 
}lit'i (iiurh werden die beiden Hauptn nf;^Ml)cn beli'uehtet werden, 
und was von den gleichartigen Reizen gilt, läül sich, nmtutis 
mutandis, leicht auf äquivalente Reize und Reizmiterscliiede 
übertragen. 

Um den der Konstanzmethode zugrunde liegenden Ge- 
danken yefstftndlich zu machen, nehmen wir am besten ein 
Beispiel. In Fig. 8 ist die Fehlerstreuung der vier Größen /^n, 
und m» die wir oben (S. 8t>) bei einer Schall- 
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• Untersuchung nach der Gienziiiethodti fanden, graphisch dar- 
gestellt. Betrachten wir zuei-st den Wert En. Daß bei der 
MeaBUng desBelben überhaupt Fehler Torkommen, bedeutet ja 
nur, dafi wegen unvei-meidlicher beeinflussender Umstftnde 
einerseits Werte, die kleiner als l^ii sind, vom Normalreise r 
unterschieden werden, anderseits aber Werte, die größer als 
Ra sind, dem Norniulreize gleich geschfitzt werden können. 
Eine solche falselie Schjitzung wird aber um so seltener vor- 
kommen, je mehr sich der Vergleicli.sreiz von dem Werte lin 
entfonit. 01)schon die Frlilcrkin-vp tlicorotisrli ins imrndliche 
verläuft, erreicht inaii in {»raxi sehr bald Werte, die um so 
viel kleiner als 7t'ii sind, dali sie nie größer als r beurteilt 
wt idcii , und cIk'm.so bald Werte, die um so viel größer als 
J^ii sind, daU sie nie dem Normalrcize gleich erscheinen. 
Stellen wir jetzt folgendes Experiment an: Dem Vergleichs- 
i'eize werden nach und nach eine Reihe Werte gegeben, die 
um Ell liegen , also z. B. Vj < < <i Rn <i t*« <[ < 9«. 
Jeder dieser Werte wird, der Reihe nach, J^mal mit dem 
Nomialreize verglichen. Die Werte 1;, die kleiner als jßn 
sind, werden dem oben Gesagten zufolge um so häufiger gleich r 
und um so seltener größer als r beurteilt, je kh iiier sie sind. 
Unigekehrt werden die Werte die größer als sind . um 
so seltener gleich r mid um so häufiger größer als /• geschätzt, 
]'«• LTiößer sie sind. Die Größe ist also eben die Grenze 
/ \ i rhen den Werten r, die nm häufigsten gleich r. und den- 
jeiiigen. die am häufigsten großer als r beurteilt werden, oder 
mit anderen Worten: In einer großen ^Viizulü Bcstinunungen 
wird R\\ ebenso olt vom Normalreize unterschieden wie nicht 
unterschieden werden. 

Es ist leicht ersichtlich, daß diese Definition des Wertes 
Rn von der Form der Fehlerkurve völlig unabhAngig ist. 
Selbst wenn die Verteilung der Felder eine durchaus un- 
sj'nunetrische wäre, z. B. die diufh die punktierte Kurve der 
Fig. 8 dargestellte, würde Uw dessenmigeachtet ebenso oft vom 
Xormalreize nntersrhiedeii wio nicht mitorsfhiedrn werden. 
Wemi die Feld« r sich unsvimiM frisch \< iteilen, wird der 
wahrscheinliche W ei t einer {;eme>>>t'nen Groüe nändich immer 
als das liieiitigkeit>i)iiUel Ijestirnntt tKap. 14), und ebeiidiese 
Stellung behauptet /.'n m der unsymmetrischen Fehlerkurve 
der Fig. 8. Das Dichtigkeitsmittel ist aber der Wert, um 
welchen sich die Fehler am dichtesten scharen. Je mehr 
also ein Wert v^R\\ sich Rvl nfthert, um so häufiger 
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wird er dein Nornialreizc gleich geschätzt, uiid je luelir ein 
Wert r < y^ii sich nähert, um so häufiger wird er p-ößor 
als der Norinah'eiz hciiitcilt. Folglich wir<I Z/n wieder der 
(ii-ou/.wert. der ebenso oft gleich /• wie ^n-uütr als /-geschätzt 
wird. Die uiisyniiiielrische FehlersüeuuniL; liiit nur die Be- 
deutung, <laü falsche Schätzungen oberhalb Jiu in viel größeren 
Entfernungen als unterhalb Rji vorkommen. 

Betrachten wir jetzt den Wert rzot so ist ersichtiich, daft 
genau dasselbe, was vom Ru gesagt wurde, auch vom gilt. 
Der Wert ru bildet die obere Grenze derjenigen ReizgrOften, 
die dein Normalreize gleich erscheinen. Ein Wert v >► r^o wird 
folglich inn so häufiger gleich r erscheinen, je mehr er sich 
r-io nähert, und ein Wert v<irzo wird um so häufiger größer 
als r bciu toilt, je mehr er sich r^., iirdicrt. Der Wert ist also 
auch d' I' ( n oTizwert. der ebenso häufig vom Normalreize unter- 
schieden wie nicht initerseliiedeii wird. Daß es zwei solche Grenz- 
werte gibt, kann indes nirlit wundernehmen, da sie unter ^anz 
ver.schiedenen äußeren Luistiiuden bestiuiiuL werden. Wie im 
Kap. 19 erörtert, wii'd Jtn stets in den aufsteigenden, tu da- 
gegen stets in den absteigenden Reihen bestimmt^ und diesem 
Unterschied der äußeren Umstände entspricht auch ein Unter- 
schied der Beurteilungsweise. Wie schon im Kap. 18 hervor- 
gehoben, ist, nach der Grenzmethode, ein Wert .Rii erst dann 
als erreicht anzu.sehen, wenn der Vergleichsreiz bei AVicder- 
holung desselben Reizpaares wieder größer als r beurteilt wird. 
Dagegen ist ein Wert r«,, ei*st dann en'eicht. wenn der Ver- 
gleichsreiz bei Wiederholung des Reizpaares wieder dem r 
gleich ireschStzt wird. Bei der Hestininiuntj Ihi wiiil das 
Urteil „gröiier" folglich mit derscll»en Sieherheit LrcCiillt wi(> 
das Urteil ..;^leiclr bti tler licstiunnung des r-<„, woraus das 
faktische \ i riiältnis liu^tio eine einfache Folge ist. Es be- 
darf wohl keiner Erwähnung, daß die Bestimmungen nach der 
Konstanzmethode nur dann mit denjenigen der Grenzmetfaode 
flbereinstimmen können, wenn sie unter genau den nämlichen 
äußeren und inneren Umständen ausgeführt werden. Von 
diesem Punkte wird weiter unten die Rede sein. 

Was hier von den Wei-ten .ßii und r-^ gesagt ist, gilt, 
wie leicht verständlich, auch von den Werten r und r». 
Diese beiden (Trölien sind die Grenzwerte, <lie ebenso oft 
kleiner als r wie gleich r geschätzt werden, und sie unter- 
scheiden sich d:uhirch. dat.? ru in tlen absteigenden. . in den 
auf.steigenden iieihen bestinuut werden. In der imderen Zeit- 
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läge endlkb Hiulet man die vier Grüüeii Jiu ^i«. n - • und f'i, 
die den hiei- erwähnten analogen genau entsprechen. 

Die praktische Anwendung der Koiustanzniethode ist nacii 
dem schon Gesagten ohne weiteres verständlich. Nehmen 
wir an, daß wir sämtliche vier Größen, Bu^ r^oj r«« und ru zu 
bestimmen wünschen. Durch vorläufige Versuche bestimmt 
man dann zwei Reizgr'^ßen, deren eine «itschiedoi kleiner, 
die andere entschieden größer als der Normab-eiz erscheint. 
Diese Größen, undr«, werden so gewählt, daß ihre Differenz 
in eine jmssende Anzahl äquidistanter Stufen geteilt werden 
kann; man hat also z. B. folgende Reihe Reizgroßen: t;„, 

Vg + (1, v„ -f- 2^. fv, 'Ad, r„ ^ 4<i r Wünscht man 

nun mittels der Konstniiziiicthode dieselben iicsultiite zu er- 
rpir}i(>n wie z. B. nacli «leni halbwisscntlicheu Verfahren der 
Grenzniethode, so müssen die Bestimmungen selbstverständlich 
genau auf dieselbe Weise ausgeführt werden. Der Vergleichs- 
reiz ist also in auf> und absteigenden Reihen s3rstematiBch zu 
verändern, und zwar so, daß die Versuchsperson die Größe 
des eben vorliegenden Vergleichsreizes nidit erraten kann. 
Zu diesem Zwecke werden die Vergleichsreize in zwei Reihen 

mit gleichgroßen Stufen geteilt, also i;«., Vt + 2d, f , - 4d 

und Vu-\-(1, Vn + Sd, Va + bd Je<!e (lieser Reihen wird 

systematisch, auf- oder absteigend durcligeniaclit; der Vcrsuchs- 
Icitcr wechselt aber willkfirlieh mit den beiden Ileihen ab. so 
dali die Vei'snchspei*son nie weiß, welche Keilie eben vorlie^^t. 
Die abzugebenden Urteile sind: i^roßer if/\. gleich (m) und 
kleiner (/.), die sich am bequemsten nnf den zuzweit ein- 
wii'kendcn Reiz, in dem hier betrachteten Falle also auf den 
Veigleichsreiz, beziehen. Wird das Urteil unsicher, so muß 
das zu vergleichende Reizpaar einmal wiederholt werden, und 
erst dann wird das entscheidende Urteil abgegeben. 

Man erhält auf diese Weise sechs Reihen von Urteilen, 
närali< Ii die 7-, «- und /-Urteile der aufeteigenden und der 
absteigenden Reihen. Dem oben Gesagten zufolge bestinmien 
die ^-Urteile «ler absteigenden Reihen — die wir der Kürze 
halber als ff] bezeichnen — den Wert die /-Urteile der 
absteiizenilen Heil)en. /'f. bestinniM-n den A\'ert rr;: die /"-Urteile 
dei- aulstfi^'enden Reihen. / i. den W ert r-,, nnd die //-Urteile 
der aulsteigenden Reilien. r/J. den Wert Aus ilen beiden 

Reilu a //-Urteilen, und mJ. kann man schließlich den Wert 
(z-«)« ableiten, der dem Normalreize gleich erscheint. Der nämliche 
Wert, (rj)«, kann aber auch aus den Größen r-o und r-^, nach 
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Gleich, :5t) otier 38, berechnet werdi^u, dali diese beiden 
Bestiiimmngen sich gegenseitig konti'ollieren. Es ist also jetzt 
nur di^ Frage, wie diese verschiedenen Bereehnungen aus* 
zuführen sind. 

Die vier Werte Rn^ f^oy fsHt ^d ru können na^sh den 
Müliereehen Fomiebi berechnet werden unt«r der Yoraus- 
setzung) daß die Urteile sich dem Gaußschen Gesetze gemäß 
verteilen. Ob dies aber der Fall ist oder nicht, l&ftt sich nicht 

im voraus entscheiden: man kann zwar aus einer graphischen 
Darstellung (vgl. Fig. i') ersehen, wo das Gosctz niutmn ülifh 
gültijii: ist; oh es aher genau befolgt wird, muü dainnficstcllt 
bleiben. Kr<it nachdem die recht schwierigen und unmtänd- 
lichen Bcreclinungeii nach den Müllei-sciien Formeln erledigt 
sind, läßt es sich entscheiden, ob die Anwendung derselben 
im vorliegenden Falle berechtigt war. Und in den hftufig vor* 
konunenden Ffillen, wo man sofort ersehen kann, daft die 
Verteilung der Urteile das Ganfische Gesetz nicht befolgt 
(vgl. Fig. 10), sind die Mflllerschen Formeln einfach un- 
anwendbar. Der VoUstflnd^eit wegen werdra diese Formeln 
in Kap. 23 angegeben; wenig geübten Rechnern i.st es aber 
inmier anzurat< !i . iliesolhrn unl>orürk.sichtigt zu lassen, weil 
es eine viel einla( lierc und unter allen Umständen anwendbare 
Methode zur J^eiechnuu'; der jxesuchten Größen gibt. 

Die Anzahl der abgegebenen Urteile irgendeiner ^\rt, g], 
^i, mJ usw., ist eine Funktion des Vergleichsreizes, Die an- 
gewandten Werte des Vergleichsreizes, Va, v„-\-(l, Va + 2J, 
Vti + Bd usw., sind die äquidistanten Aigiunente, die auf jeden 
Wert fellende Anzahl Urteile die entsprechenden Funktions- 
werte. Man braucht also nur, falls es nötig ist, diese Funktions- 
werte nach <len in Kap. 12 dargesteUten Prinzipien aus- 
zugleichen und kann darauf die gesuchten (irößen durch 
Interpolation berechnen. Die Größen /("n inid rj, sind ja 
nämlich die Werte des Verirleichsreizcs, die ebenso oft gleich 
r wie größer ids /• uesciiatzt wiu'den. Wenn also jeder Ver- 
gbiieli.sreiz. snwohl in den aufsteigenden als in tlon ab.sieig(iiiden 
Reihen, JV'mal beurteilt worden ist, so sind die gesuchten 
Werte Bu und ru die Abszissen, welche der Ordinate Ni2 der 
ffl- bezw. jrt- Kurven entsprechen, und auf analoge Weise sind 
die Werte rg» und m aus den kl- und Urteilen zu be- 
rechnen. Die Interpolation kann hier gi unhulich einfach 
nach Gleich. 22 ausuoführt werden, indem die Kurven fast 
immer in der Nähe der gesuchten Werte geradlinig verlaufen. 
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Schließliiii kömicn Uie Werte r„ als das Dichtigkeitsmittel 
der 14 J- und m^- Kurven berechnet werden. 

Es erttbrigt noch, ein DlaA der Genauigkeit festzustellen, 
mit welcher die gefundenen Größen bestimmt suid. Hinsicht* 
lieh der aus den ««Urteilen abgeleiteten Größen wird das Haft 
einfach der durchschnittliche Fehler, und wenn die Kurven 
iinsyinmctrisch sind, was wohl meistens der Fall sein wird, 
sind die mitÜeren Werte sowohl der positiven als der negativen 
Fehler anzugeben. Etwas scliwieriger stollt sicli die Sarhe in 
betreif der ans dvn n- und /-rHfMlen bereclinetoii Werte. Es 
ist zwar nicht uiiniüglich, auch liier die niittieren Werte der 
positiven und n(*;4:ativen Fehler anzugeben ; das Verfahren kann 
aber recht konij)liziert werden, und. was si hliaiiuer ist: es wird 
nicht iinuier unzweifelhaft. Es ist deshalb einfacher, ein 
PrSzisionsmaft zu suchen, das frdEch nicht dem durchschnitt- 
lichen Fehler identisch ist, dieser Größe jedoch in einer Be- 
ziehung entspricht. Zu diesem Maße fQlurt uns die foig^de 
Betrachtung. Wir sahen oben (S. 28), daß die Wahr- 
scheinlichkeit des durchschnittlichen Fchlei-s in der Gauß- 
schen Fehlerkurve gb idi "/u der Wahi»cheiulichkeit des 
Fehlei-s Null ist. Ein Fehler Null wird aber dann gemacht, 
wenn in einer Einzehnossnng^ eben der wahrscheinliche 
Wert sämtlicher Messnngcn >:efnnden wird. Der durch- 
schnittliche Fehler ist also in der (iauLischen Felderkurve 
derjenige Fehler,', dessen Ordinate gleich -/u der nidniate des 
walu-scheinlichen Wertes der Messmigen ist. Diese Hestimmung 
eines Prftzisionsmaßes läßt sich unzweideutig auf deu hier vor^ 
liegenden Fall übertragen. Beträchten wir z. B. die ^-Urteile. 
Der wahrscheinliche Wert dieser Messungen ist die Reizgröfte, 
die ebenso oft „größer^ wie »nicht größer" beurteilt wird, 
mithin JV 2 der abgegebenen Urteile entspricht. Verteilen sich 
die I rtcilc nach dem Gauüschen Gesetze, so ent.spricht der 
durchschnittliche negative Fehler der Iteizgröße, die ^/iimal 
.so oft .un nLu-r" hcurtcilt worden ist, oder juit andern Worten : 
4 iV 1 1 der alvui'nchpnen Urteile. Und der durchschnittliche 
positive Fehler entspricht derjenigen IJeizgröüe. die 4 iN'^^ 11 mal 
..nicht grüüer und folglich iS — 4 iV 1 1 7 AMI mal ^rröLicr" 
geschätzt wiuxle. Man brauclit also nur die htiden Ktizgröüen 
ZU bestimmen, auf welche *.n mid der abgegebenen 
Urteile gefallen sind ; die Differenz^ zwischen) diesen Werten 
und dem wahrscheinlichen Werte der Messungen sind dann 
die durchschnittlichen Fehler. Diese beiden Größen werden 
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.sich selbstverständlich, unter Voraussetzung der Gültigkeit des 
Gauüschen Gesetzes, niuuerisch gleich mit entgegengesetztcni 
Vorzeichen ; ist die Fehlerkiirve aber nicht die Qaußsche , so 
entsprechen die Gr(>fien nicht dem durchschnittlichen Fehler 
and werden sich schlie&lich numerisch ungleich, wenn die 
Fehlerkurve unsymmetrisch wird. Unter allen Umstftnden 
stimmen aber die auf die erwähnte Weise berechneten Fehler- 
grOAen mit dem durchschnittlichen Fehler in der Beziehung 
überein, daß sie die nämliche Walusclipiiilichkeit haben; sie 
sind folglieh niit dem durcbscluiittlicluin Fehler vollständig 
vergleichbar. 

Ik'ispicl. Zur niiliPron ErUhiternn«^ «Icr darpreli-'^tL'n Metlmde 
betrachten wir eine dem Beispiel im Kap. Ii» analoge Untersuchung, 
die mit Sehallrebsen an^^efllhrt wurde. Der Normalreiz war wie 
früher r = 256', und es wurden zwei HciiitMi von Verj^U'ichsreizeu 
angewandt. riHinüch 30, 34. 38, 42. 16, 50, 54. 58 und 
40, 44, 48, 52, 56, 60. Diese Zahlen sind die abgelesenen l'all- 
höhen des Phonometers; in Schalleiubeiteu umgerechnet') entsjmcht 
der Reis 30 dem Werte 121,1 g'Cm, and die konstante Differenz 
jeder Reihe ist 2'», '56 f; oin: Bänitliche an^^ewnudte Vergleiclisreize 
sind in 'fnb. 18 untt r r ;it»frf'<;ebeu. Jede Reihe wurde sowdhl 
aufsteigend als absteigend 20 mal vurgcuommeu ; es ist also i^T— 25. 
Das Verfahren war das halbwiMentllche , in dem oben (Kap. 18) 



Tabelle 18. 
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Absteigend 


Aufsteigend 


'J 


i9) 










9 


iü) 


u 
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311,3 


25 












25 












29S,6 


25 






i 




2". 


24,9 










286,9 


25 


25,5 








24 


24,6 




0,1 






273,:5 




24,4 


1 


1,6 






28 


81,8 




4,0 






260,6 


19 


19,1 


6 


5,9 






15 


13.5 


10 


12,0 






247,9 


14 


13,9 


11 


11,1 






5 


5,8 


20 


18,3 






235,2 


8 


7,4 


17 


17.5 






8 


1.7 


23 


Ü2,7 






222,5 




2.2 


23 


23.0 








i 25 


25,0 






a09,9 




25 


24.9 










24 


24,3 


1 


0,2 


197,2 






^•A 


22.7 


2 


2,3 






22 


20,3 


3 


4,0 


184,:) 






18 


lö,4 


7 


6,7 






14 


14,0 


11 


10.7 


171,1t 






12 


11,3 


13 


14,4 






7 


7,1 


18 


19.2 


159,2 






3 




22 


21,7 








0.1 


25 


124.0 


146,5 








25 


24.6 








25 


' 25,0 


133.8 










25 


25,1 










25 


121,1 










25 












25 


1 
1 



angegebenen Sinne dieses Wortes, und in zweifelhaften fallen 
wnrde stets das betreffende Ueizpaar wiederholt, und erst darauf 



') Über die KiuUcit der Schiilliitärkt' vgl. l'!*ycU<>dyuuuiik, S. 64. 



Digitized by Google 



— 96 — 



das entscheidende Urteil abgegeben. Sowohl in den absteigenden 
als in den an&teigeaden Keihen erfalllt man drei Gruppen von 
Urteilen, nHmiicb U- und ä" Urteile : die Anzahl dieser Urteile 
für jeilen angewandten -Vergleichjiri iz l^t in Tab. IP nn fu'eftllirt. 
Die Kesultate können gra^hiseh dargestellt werden , ludem v als 
AbiaiBfte und die Anzahl der verschiedenen Urteile als Ordinate 
abgeeeCst werden; man erhält auf diese Weise sechs verschiedene 
Kurven, die fast alle recht „glatt" sind, so dals sie keiner stärkeren 
Ausgleichung bedürfen. Wie ans Tab. 18 ersioiitlieli, sind die fünf 
Kurven blofs eiuuial, und uur die zweimal nusgeglichea ^ die 
aasge^lichenen Werte »ind, irie gewöhnlich, in Klammem angegeben 
und bestimmen, als Ordinaten abgesetzt, die Kurven der Fig. 9. 
Einige derselben weichen augenscheinlich nicht sehr viel von der 




Flg. 9. 



Gaufsschen Fehlerkurve ab ; andere dagegen haben recht abweichende 

Formen. 

Um die presnchten Orr»r>en zu finden, bestimmt man dnrth 
lineare Interpolation in den vier Heiheu (g)\, {£!) i und {k)l 

die Werte t\ die 12,5 Urteilen entsprechen, und auf dieaelbe Weise 
werden die Fehler gefiinden, indem mau die Werte v bestimmt, 
welche 25'*'ii 9.1 und 25 • '^/n — 15,9 Urteilen entsprechen. Zn 
diesen Tnterpolationen können die Urteilszahlcn herangezogen werden, 
die durch die Älitte-Interpolation der Ausglealiung gefunden wurden. 
Die Rmnltate sind in Tab. 19 angegeben, wo snvtfrderst die vier 
direkt bestimmten Gröfseu i?ir, r^o. r>„ und rn angeführt sind, und 
avar sowohl die frülier nach der Grcn7:methodo (Tab. 16) als die 
hier nach der Konstan/.methodo gefundeneu Werte, nebst den 
Fehlern der Messungen. Die Resultate der beiden Methoden 
stimmen voUstiludi}:; ; nur die Werte rn weichen etwas voneinander 
ab, der Unterschied !ie<;t jedoch an der (Irciize der nif'<rliclien Ab- 
weichungen. Der durchscbutttliche Fehler fm der Grenzmeihode 
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betrugt nur die Hftlfle des Fehlers der Kuuätauzmethode ; wie schon 
oben (8. 79 n. 86) angegeben, at aber die grofte Oenanigkeit der Grens- 
methode eine ziemlich illusorische, so daCs diesem Unterschied kein 
grofses Gewicht beigelegt werden kann. Es kommt ferner in 
Tab, 19 der Wert (fg)«, vor. Bestimmt mau da& Dichtigkeitsmittel 
der beiden «-Kurren der Tab. 18 , so findet man v ^ 210 und 
«^218; der mittlere Wert dieser Gröfsen ist (r^),, - 214, nnd der 
positive und negative durchschnittliche Felikr desselben ist aus sämt- 
lichen u-Urteilen berechnet. Schliefslich sind in Tab. 19 die drei 



Tabelle 19. 





LQreDzmeth. 


iL Konstannneth. 


U I. Kon8UuuEmeth.v. V. 




«t ] +/•« 


«k 


± fm 




± fm 


Jtll 


259 1 43 


259 


+ 5 —7 








242 4.3 


245 


+ 8 - 7 








1H2 2,9 


182 


5 — 5,7 








166,5 2,9 


174,5 


+ 4,5 -5,1 










2U 


+ 24 —19,4 


217,5 


+ 2» —88 




212 


2i:V> 








HKii + »••.'«) 


2.'0,5 


252 




251 


+ 9 -\S 




174,3 

1 


178,3 






+ 6,5 — 5.6 



Mittelwerte j (rg« + r^«) , ^ {Ru + r-u ) uud | {r-g^ -f m) augel'ülin. 
Der erste dieser Werte soll mit (r^V identiseh sein, wae tatsKcblidi 

auch der Fall ist. Die Bedeutung der beiden anderen wird sich 
ergehen, wenn wir jetzt znr Besprecbang der vereinfachten Konstanz* 

metltude iilier^elieii. 

22. Dte KonstiWziiH tho(l< . vvrt mfarhtes Vtr/ahretL Wenn 
eine stufenweise, diskoiiliiiuierle Variation des Vergleichüieizes 
unvermeidlich ist, hat die Konstanzrocthode, wie schon oben 
erwihnt, vor der Greiumi^ode den aitschiedenen Vorzug, 
daß die Vamtion des Veigleichsreizes nicht der Willkür des 
Yersuchsleit^ flberlaasoi ist, wodurch unabsichtlich Ent- 
stellungen d^ Resultate herbeigeführt werden konnten. Das oben 
dargestellte vollständige Verfahren der Konstanzmethode, das 
übrigens meines Wissens noch nie in Anwendung gekommen 
isti erfordert aber ebensoviel Zeit wie die Grenzniethode, 
einersoits weil die auf- und absteigenden Roihon «jotroniit zu 
behandeln sind, und folglich jodo dorsolhon eine u:('iiü;j:<'iidf< 
Anzald Bestinmningon tirnfa*»seii lauii, anderseits weil die hänfitJ' 
vorkommenden zweifelhaften Urteile oino Wiederholung des 
betreffenden Keizpaares nolwendig machen. Wenn man nan»- 
lich z. B. eine absteigende Reilie durchmacht, wird es oft 

L*hiB«nB, I<«hr1m«h «)«r psTohalogiMllMi Kcibodik. 7 
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vorkommen kOniuii. ikiü ein Vergleiclisrei/ „kkin oi-s<*hcint, 
uniiiittelbai' nachdem das unzweifelhafte Urteil ^groß*" al>gcgeben 
wurde. In einem solchen Falle wird die gewissenhaflie Ver- 
suchsperson selbst ihr Urteil als unsicher bezeichnen, eben 
weil es ein unerwartetes war, und das Reizpaar wird deswegen 
wiederholt. Am häufigsten »teilt sich dann bei der Wieder- 
holung eine der Größe des Vergleichsreizes besser entsprechende 
Auffassung ein. Auf diese Weise wird die Streumig der 
Urteile erheblich vermindert; es konnnt in einer Reihe nur 
ausnahmsweise omc roizvWose Abwechslung der g- , n- und k- 
Urteile vor. und <li»' ( i< naiiiixkeit der Messung ^vird der durch 
die Grunxmetliode erzielten fast gleich Tab. 10). Das Ver- 
fahren nimmt aber viel Zeit in ^Vnsju ii« h. Der Zt iUiufwand 
wird viel geringer, wemi man einerseits auf das Wiederfiolen 
der zweifelhaften Reizpaare verzichtet und anderseits die Ur- 
teile der auf- und absteigenden Reihen einfach addiert; man 
braucht dann nur jede dieser Reihen jr/2mal durchzumachen. 
Dieses vereinfachte Verfahren ist die übliche Form der Kon* 
stan/methode. 

Was in diesem Falle aus den Reihen der g-^ u- und 
Urteile resultiert , kann nicht zweifelhaft sein. Die tt«Urteile 
geben wie früher den Wert {r^\.. Da ferner aus den pj- 
Urtcilen die Größe Tlu und aus den ^/^l i teilen die n? öfÄo r^a 
abgeleitet werden können, muß folglich aus den .siiniiiin>rten 
g\' und al-Urteilen (h r niiUlere Wert \ (/»'n r>„) n suhioren. 
Analog erhält man aus den sunmüerten kl- und /. J - Urteilen 
den Wert \ (r^H + » n), und durch die Bestimmung der W^crte », 
welche 4.^/11 und IWll der abgegebenen Urteile entsprechen, 
wird ein Maß der Genauigkeit der Messungen erreicht. Aus 
den M-Urteilen kdnnen, als Prftdsionsmaß, einfach die mittleren 
Werte der positiven und negativen Fehler berechnet werden. 

Es ist wohl überflüssig zu bemerken, daß die Konstanz- 
methode, auch in dieser Form, sowohl wi.ssentlich als halb- 
wi.ssentlicli und unwissentlich au.sgeführt werden kann, und 
daß eine Übereinstimnumg der Resultate mit denjenigen der 
anderen Methoden nur dann zu erwarten ist, wenn die 
Messungen unter denselben suljjektiven wie olijektiven He- 
«ÜJiguiigt n angestellt werden. Geaehiebt dies aber, so w(;rden 
die ResulUite auch übereinstinmiend , was aus dem folgenden 
Beispiel zu ersehen ist. 

üeispiel. Nach dem ebeu dargestellten Veilahreii wurde eine 
Versuchsreihe mit Schallreizen ausgeführt, wo der Konnaireis 



Digitized by Google 



— 99 — 



viederniii r ^ 256 war. Die VergleicUsreiae wareu die^elbeu wie 
im voi i^'uu Beiäpiul (Kap. 21) und in die nKmlieheii beiden Gruppen 
gesondert; jede Orappe wurde »ystematieeh , auf- und abtteigend 

Tabelle 20. 
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197,2 
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17,4 
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184,5 
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16,7 
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171,9 
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169.2 
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6*8 


19 


18,2 


146,5 
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8.6 


22 


21,5 


13;^.Ö 
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23 


2H»3 


121,1 










24,9 



tlurciigemacht. Wiederlioluugcu der uubicLer beurteilteu Keizpaare 
waren nicht erlaubt, und folgUcb leonuten in einer ReiLe ziemlich 




u 



MI 



2T5 



2*> 3U 



Fig. 10. 



rpg;ellnH(' AUwochsImigeu der g-, u- und Urteil»' \ orkomuien. Die 
eine Gruppe der Vergleichsreiz«? wurde 13 und absteigend itnrl 
13 mal aufeteigend, die andere Gruppe dagegen 12 mal absteigeud 
und 13 mal. au&teigend durchgemacht , so dafs jeder Vergleichsreis 
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25 mal beurteilt wurde. Die Resultate sind in Tab. 20 ango^beni- 
wo in Klammern die msgeglichenen Werte litnzugefUgt sind ; wegen 
der recht um tgi liiiHfsigen Verteilung der Urteile war hier eine 
zweifache Ausgleichunf; notweudi«:. Die aü-ffcopliclienen Urteilüworte 
sind als Ordinaten in Fig. 1«> abgesetzt und bestimmen somit die 
drei Kurven « welche die nnregelrnftfoige Streuung der Urteile an- 
BChanUclk daratellen. Die aus den verscliiedeueu Urteilszahlen be- 
rechneten Werte ^(Wn-f r*o), (»_,) und j(>.:„4-»*iO »iud in Tab. 19 
in der Kolumne III uebst den Fehlern aufgetührt; diese Werte 
stimmen mit den nach den anderen Mediodoi f eflindenen so geuaa 
nberein, dafs es meines Ermessens keinem Zweifel unterliegen kann^ 
dafs "Ii»' \ crsi-hifdciiL'u Mt'tlnulfn unter «jenau den n!tmlicl>en He- 
dingungeii zu denselben Kesultatcn ftlbren werden. Wenn dies bei 
früheren Uutersucbungeu nicht immer der Fall war, rührt es eben 
daher, dafs die .subjektiven Bedingungen in den sn vergleichenden. 
Vereuchareihen nicht konstant gehalten wurden. 

Es wQrde sehr wertvoll sein, wenn es zwischen dea Gröften 
i (Äii + rt,), (r,) ,r und 4 (**<»• + ""^ ii»ren Fehlem solche 

Be?:irhungen gäbe, daß au.s diesen Größen Jiu, r-, . und rn 
berechnet werden könnten. Aus der Kolumne II, Tab, 19^ 
ersieht man, dalli annäherungsweise: 

Ru — rtt^2'fm und rt» — iii » 2'fm, woraus folgt: 

Än=i(Äii+rto) + /«; r^^KÄu + rjt,)— 

=*4 ('"i« +*^) + f»i »"n i(riH -I- rn) — f«. 

Wendet man die.se Bere('ln!iiiii^-\v( i.-,» üuf die Zalilcn der 
Kolunitu' III an, konunt man wukiu h ungefähr zu den Werten, 
die nach den anderen Methoden gefunden wurden. Fenier ist 
aus Kolumne III ersichtlich, daß: 

fio ^ (rs) .f + f.» und r-i^ - ( r,) — /,„. 

Diese Beziehung gilt aber gar nicht für die Zahlen der 

Kolunuie II. Da übrigens die verschiedenen nachgewiesenen 
Bezi » Innigen sich üherhnnpt nicht theoretisch dartun lassen, 
darf man ihnen kein zu poücs Gewicht beilegen; sie köimen 
nötigen falls nur zu einer ungefähren Bestinunung der be- 
treffenden Größen dienen, (lanz zufällig sind sie selbstverständ- 
lich doch nicht. Die bei der Vergleichung gegebener 
Empfindungen gemachten Fehler sind unsweifelhaft Ton der 
Unterschiedsempfindlichkeit abhfingig, so daA mit wachsender 
DiflFerenz Jin — (r«)» auch die Fehler wachsen. Die Gröfte und 
die Verteilung der verschiedenen Fehler sind aber von so vielen 
Bedinginigen ahliängig, daü eine konstante Beziehung zwischen, 
der UnterscliiedsschweUe und den Fehlem einer Messung 
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jBich nicht formulieren läüt und eine darauf basierte Metliode, 
wie Fechners sogenannte „Methode der mittleren Fehler", 
kann daher gewift nur zu Tftuscfaungen führen. 

28. Die MHUenchen Formeln, Wie bereits oben gesagt, 
können die aus den und ^-Urteilen zu berechnenden 
GröAen nicht nur dureh Interpolation, sondern audi — 
unter der Voraussetzung der Gültigkeit des Fehlergesetzes — 
direkt bestimmt werden; die hierzu dienenden Formeln hat 
G. E. MoUer angegeben. Wegen der Schwierigkeit der 
Rechnungen, und weil die Formeln mir unter einer Voraus- 
setzung anwendbar sind, die wohl in dfii iKinfigst^n Fällen 
nicht erfüllt wird, haben sie indes kerne groije praktische 
Bedeutung; von einem theoretischen Gesichtspunkte aus sind 
sie aber so interessant, daß sie hier jedenfalls einen l'latz ver« 
dienen. 

Nehmen wir an^ daß wir nach dem Yer&hren der Kon- 
-stanzmethode die Reihen der Yeigleiehsreize Nmal durch- 
^macht haben. Aus den und X^>Urteilen kOnnen dann die 
Gröfien + bezw. ^(r^M + m) berechnet werden, und 
4en Gleich. 40 zufolge sind femer: 

S„ — I (Bii + r«») — r (Gleich. 40a) und 

8n=r — l (riu + m) (Gleich. 40 b). 

Zu den MOllerschen Formeln, nach welchen sich die Werte 
^li und $11 berechnen lassen, kommen wir durch folgende 
Betradltung. Es sei irgendein Vergleichweiz v, und die 
Differen?: v — r—Dj wo D ebensowohl positiv wie negativ 
sein kann, und wo folglich mit Vor/eichen gerechnet werden 
mu&. Wegen zufälliger l^mstiuuie ist die Schwelle Su nicht 
konstant, sie schwankt innerhalb bestimmter Grenzen und 



*) Diea scheint mir wenigstens »ins einfache Resultat der Lipps'dcheu 
Bemfihiingen za sein. Auf fehlertheoretisdier Grundlage hal nftmlich Lipp« 
(Dio psychiachen Mafftmethoden , S. i:i3f.) Formela entM'iekelt, welche es 
ermöglichen sollten, aus einer Reihe Me«Hnneeti einer <Jröfse , die einer 
gegebeueu gleich genuicht wird, die L'uter:}chieds8ci)weUe zu beatimiueo. 
Die Formeln fuhren indes nur unter bestimmten Bedingungen zu einem 
Resultate, und es löfst j^icli iu einem g«'gebeneu Falle nicht im voraus ent- 
8cliei<l<'ii, Iii« tlii' Bnlinirungen bei »Irn \ ■ •rli< i:< nii» ii Mi'^sungen erfüllt sind 
oder nicht, in dem von I^ipps behaudelteu Beispiel, welchem eiu »ehr 
grobes und unzweifelhaft einwftndfireies Venuelumiiteriul zugrunde liegt, 
seigt es sich nun eben, dafs die Bedingungen nicht erfüllt aiud, so dnfa 
die Berechnungen zu keinem brauchbaren T?i'>ttUntf füliren. Man fragt 
Bich dann recht natürlich , <>l> die Rediiigungeu ül)crhaupt je erfüllt »ein 
werden, oder ob daa Problem nicht vielmehr eiufach uulöäbar ist. 
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kann die Größe Sn ± f haben. Der Vergleichsrciz r wird also 
«größer^ geschätzt, wenn D>Sii ±f. Wenn D>Sti, erhalt 
man immer ein Urteil, sofern /'negativ ist; die Wahrscheinlich- 
kcit sämtlicher negativen Fehler ist aber 4. Aufierdem erhält 
man ein Urteil, wenn D — äi>/'. Die Wahrscheinlich- 
keit positiver Fehler zwischen 0 und D — Sn ist aber 

[ H'j , wo // das. Präzisionsniali isi, Fulglii h ist (Hc 

o 

Wahrscheinlichkeit eines i7-Urteiles insgesamt: i + [ W^] ^ ^ 

Wenn der betreflende \ erglfK-li.sreiz nun taU^üchlit Ii // iiiai 
„gröüer" gcf<cliiitzt worden ist, ao ist die relative Häutigkeit 
der Urteile, d. h. ihre Wahrscheinlichkeit, gfN, Man hat 
also t 

A o JV o 

(Gleich. 43). 

Eine analoge Betrachtung fülut zu dem Ausdrucke des sny 
welche GrOße aus den ^-•Urteilen berechnet wird. Eh sei D »1* — r ; 
dann wird v ^kleiner** geschätzt, wenn i)>^i ± f. Nehmen 
wir an, dafi i><«ii; in diesem Falle erhält man ein A*-Urteil 
nur, weiui / negativ ist und zugleich f^ftii — D. Die Wahr- 
scheinlichkeit der Fehler zwischen i) und f = «n — D ist aber 

[ Tl ] , wo h das PräzisionMnaß ist. iJie Walirschein- 

o 

liclikrit sjiintlif-lirvr nri^ntivrn rdilfr i>t \ ; folglich ist die 
Walirscheinliclikeit der negativen Fehler gröüer als /" gleich 

■t-- [W]^ . Wenn der betreffende Vergleichsrelz tat- 

sächlich A-mal „kleiner" beurteilt worden ist. hat man also: 

(Gleich. 44). 

Die Größen 2^/ .V— 1 und --(_'/, V — 1 ) <h'r «bleich. 43 
und 44 sind durch die \ ersuclie lüi jctien angcwaiuilen Ver- 
gleidisreiz bekannt ; die Wahrsclieiuhchkeiten sind also ge- 
geben. Aus Tab. 1 kann man dann die entsprechenden Werte fh 
ablesen, nur ist darauf zu achten, dafi Tab. 1 die Wahrschein- 
lichkeiten [ W] enthält. Da aber [ II ) 1 - 2 • ( W\f\ 
welche Größen in den Gleich. 43 und 14 vorkonunen, so sucht 
man in Tab. 1 eben die Gi'öAen fh, welche den Wahrschein- 
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lichkeiteii ly uS' — 1 und — {2k;S— 1) entsprechen. Für jeden 
Vergleidiareiz, der „grOAer" beurteilt worden ist, eriiilt man 
einen Wert (D — Sn)JS^T und ebenso für jede Anasahl 
j|;-Urteile einen Wert (sn -D)h^f. Sind die GrOfien 2gfN—l 
und — (2^^ — 1) negativ, so werden auch die entsprechenden 
Werte T^und t negativ. Man erhält also ebenso viele Gleichungen : 

(D— Su) i/- r (Gleich. 4:.a) und 

{Sil — I))h — t (Gleich. 4öb). 

wie es Vergleichsreize gibt, die »größer'" bezw. „kleiner** 
beurteilt worden sind. In Cileich. l.'n koninion dir Vn- 
bekaimlni 5';] uii<l //. in Gleich. 40 b ilic l 'iibek;innt( ii nh 
und // vor; sie luiisseii also aus säuit liehen s orliet^euden 
Gleichungen mittels der Metliode der kleinsten (Quadrate be- 
rechnet werden. Dies ist hier aber nicht so einfach, wie es 
in£ap.l6 dargestellt wurde. Da die beiden Gleichungen, 45 a 
und 45b, auf dieselbe Weise zu behandeln sind, beschränken 
wir uns darauf, das Verfahren beispielsweise an der ersteren 
nadizuweisen. Die Gldchung wird dann zuvOrderst auf die 
Form 0 — — T — Sn ' II + I> ■ H geVu acht, und setzt nukn hier 
Sil . H^Xy so hat man die Nonnalgleichung: 

0 — - T—u +B H 
wo ./• und H die beiden Unbekniiiitf n sinil. Wenn diese ge- 
funden sind, kann Sn - i H beirchiict wcrdm. Wollte inaii 
nun aber die I><'(iiii<4imgsglei( liiui;4en aus diT Xonnalglrirluiii^ 
ableiten, wie die Uleu li. ! au.-. Gleich. IJ iIiLiileitet sind, so 
würde dadurch der Fehler entstehen. daU ilen Werten (/ JV" 
ein um so grölieres Gewicht beigekgi würde, je weiter sie 
von j entfernt sind. Dies läAt sich dadurch vermeiden, daft 
die einzelnen Produkte der Bedingungsgleichungen mit einem 
Koeffizienten f multipliziert werden, welchen man der unten- 
stehenden von Müller berechneten Tab. 21 entninunt*). Die 
Bedingungsgleichungen erhalten also die Form: 
0^ [T-r] + \l].i-\D-V]H 

- t7'.x>-r]-(/>.ri./ + |7>»-'-ii//. 

Diese Glriclnmgen werden mit Bezug auf .< und i/ gelöst. 

In dci- Tab. 21 süid die Wei te ff .V re>ip. A' kleiner als 0,5 
und die f i!tv|»i( eiienden KoellizieiiUn i jiirlii auli;effilirf. weil 
die Ai)wtn iiuiigen von ('.5 in entgegenge.-Net/.ler Uk lilung 
denselben Wert T erfordern. Mit anderen Worten: y N oder 
ItlN^ 0,30 entspricht derselbe Wert f, wie ff!N oder Är'A'=sO,70. 

') Üb«r die MafabcstimiimDgeu ilct» Urtstuues. Ptliigers Archiv, Bd. 19, 
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Tabelle 21. 
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1 c 


152 


4 


v90 


4 


ool 


(M 
W 




5 




5 


834 


oe 

»1 


Im 


D 
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0,80 


492 
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54 


059 




911 


1 


4:i3 


58 
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896 
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62 


043 


4 


m 


4 


373 


66 


a36 


6 


862 


5 


342 


70 


029 


6 


84:^ 


6 


311 


73 


024 


7 


824 


7 


281 


76 


020 


8 


808 


8 


251 


79 


016 


0,6» 


0,7^2 




0.2?2 


0,982 


0,012 



Wenn die Werte «n nml h gefunden sind, weixlen 

sie in die Gleich. 45 eingesetzt. Durch sukzessive Einsetzung 
der verschiedenen Werte D lassen sich danach <lie ent- 



sprechenden Grölien T und f herechnon, Mittels Tab. 1 sucht 
man ferner die vers<'hiedencn Werte: 

- 1 = 2 [ TT] J und - (| - 1) - 2 [ 

woraus man dann achliefilich die Grdfien gIN und kiN be- 
rechnet. Stimmen diese berechneten Werte mit den dnrdi 
die Versuche gefundenen flberein, so war die Voraussetzung: 

die Gültigkeit des Fehlergesetzes , richtig, sonst aber nicht. 
Sind aber die gesuchten Größen Su- H, 8n und h unter einer 
falsdien Voraussetzung berecluiet, so kann ninii srlbst vorständ- 
lich der trnnzrn Horochnnnii: keinen Wert beilegen; das Re- 
ftultnt kann lithtig oder falsch sein, unrli der Fnnn der 
tatsächlichen Frlilcrkun'e. Erweist sicli dir X'ornussetzung 
aib falsch, so wird man zu der viel t iiiiachereii Intt ipoiations- 
methode greifen müssen, um die Resultate zu kontrollieren. 
Damit kann man aber ebensogut den Anfang machen , denn 
auch in dem Falle, wo die Urteile sich nach dem GauAschen 
Gesetze verteilen und die MfllleiBchen Formeln anwendbar 
sindt konunt man mittels Interpolation leichter und schneller 
zu ebenso genauen Resultaten. 
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24. Die Kofnph'kaff'onsi'prfiHrhf. Wonn oiiw stetige \or- 
stell iiiigsreihe iigiMideiiier Art gegeljeii i»t, kann die Aufgabe 
gestellt werden, zu beurteilen, mit welchem Glied der Reihe 
eine disparatc X'orstellung zeitlich zusanmientrifiFt. Die stetige 
Yorstellungsreihe wird am einfaclisten durch Gesichtsbilder 
hergestellt, indem ein Zeiger sich über eine eingeteilte Scheibe 
entweder .spnmgweise oder mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
bewegt, wfthrend die disparate Vorstellung entweder durch 
einen Schallreiz oder einen Hautreiz erregt wird. Es wird 
also die Aufgabe, zu bestinmien, in welcher Stellung sich der 
Zeiger befand, als der Schall gehört wurde. Erfahrungsm&Aig 
zeigt es sich nun, daß diese Bestinnnung nur ausn.ahinsweise 
richtig wird ; gowAhnlich findet eine Zeitverschiebung statt, 
die entweder j)osiiiv oder negativ sein kann. Positiv nennt 
man die Verschiebung. \v(>nn der Schall gleirhzeitig mit einer 
späteren Zeigeretellung aui'gefaüt wird, also gleicbsani in der 
Bewegungsrichtung des Zeigers verschoben ist, negativ dagegen, 
wenn der Schall in der entgegengesetzte Richtung verlegt 
wird. Es hat sich femer erwiesen, daft die Verschiebung in 
der Hauptsache von der Bichtung der Aufmerksamkeit ab- 
hängig ist; jeder Reiz, auf welchen die Aufmerksamkeit ge- 
richtet ist, wird schneller au%e&iftt als die gleichzeitigen 
Reize, die ohne Au^ierksamkeit perzipiert werden. Die Zeit- 
verscliiebung wird daher negativ, wenn die Aufmerksamkeit 
auf den Schall gerichtet ist. weil dieser dann relativ schnell 
zuui Bewußtsein koininl und folglich als gleichzeitig mit einer 
frülH'ren Zeigersti lliüii: aufgefalit wird. Umgekehrt wii-d die 
ZtiHverscliiel>ung positiv, wenn die Aufnierksanikeit auf die 
sukzessiven Zeigei-stellungen gerichtet ist. Und in beiden 
Fällen erweist sich die \'crschicbung als von der Rotation.s- 
geschwiudigkeit des Zeigers unabhängig, wenn die Richtung 
der Aufinerksamkeit willkOrlich festgehalten wird.- Wenn die 
Aufmerksamkeit dagegen nicht willkürUch gelenkt wird, hat 
es sich erwiesen, daft die Zeitverschiebung bei geringer 
Hotationsgeschwindigkeit negativ ist; mit wachsender Ge- 
schwindigkeit nimmt die Vei-schiebung allmählich ab , wird 
Null, um dann schließlich bei den größten Geschwindigkeiten 
positiv zu werden. Diese Tatsache läßt sich einfacli dadurch 
erklären, daß die Aufniet l-iniikeit sich bei geringer Kotations- 
gesch windigkeit vollständig dem zu erwartenden Schalle zu- 
kelireii kann, während sie, höchst natürlich, um so mehr auf 
den rotierenden Zeiger gelenkt wird, je schneller die Be- 
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weguiig wird. Diese Untersuchungen sind de>^halb von be- 
sonderem Interesse, weil dadurch groJie individutille Liit<'r- 
schie<l(' .in^ Lifht treten. Während die meisten Versuch.s- 
peiMMU'ii du' Auüuerkaamkeii hcliehitr hnld auf den einen 
bald auf den anderen Reiz lenken küimeii, sind andere dagegen 
vollständig von der Rotationsgeschwindigkeit abhängig, so 
dafi sie nur bei geringer Geschwindigkeit negative Ver- 
schiebungen erhalten; ausnahmsweise kommt es sogar vor» 
daß eine Versuchsperson sich gar nicht auf den Schall kon* 
zentrieren kami, solange sieden rotierenden Zeiger beobachtet*). 

Wie zu erwarten stand, sind die durch derartige Unter- 
suchungen gefundenen Werte recht schwankend, weil jede 
znfälli^'e Ablenkung der Aufnierksnnd^eit ganz erhebliche 
St^irungeu h«^rV)riführen kaini. Hicr/.ii tniirt nnrh Arr \on 
nclirer nachf^rw i( sene Umstand bei, daLi diu Zeitversclufljuug 
\«>n der Stellunu des Zeigers nirht unabliängig ist: wenn der 
Zeiger sich aiilwiul.s b«.'wegl, geht die Zeitvei-schiebung mehr 
in negativer Richtung, als wenn der Zeiger sich abwärts be- 
wegt'). Mittelwerte aus einer geringen Anzahl Beobachtungen 
können daher keine zuverlAssigen Resultate geben; es sind 
so viele Bestimmungen erforderiich, daß die Streuung der 
Werte berücksichtigt und das Dichtigkeitsmittel bestimmt 
werden kann. Verteilen sich die Werte aber über eine weite 
Strecke, so darf diese nur in relativ groüe Al»( Imitte geteilt 
werden, damit nicht gar zu wunige Einzeibeobachtungen in 
jeder Gruppe vorkommen. Itanii wird es aber, jedrnfnlls 
<lem Anschein nach, zwei fei ha It . ob tlie Anzahl der jed<'r 
(iruppe angehörenden W « i le emtach auf die Mitte der Ciruppe 
bezosren werden darf. I^^ winde gewiü richtiirer sein, die 
minieren Werte der in jeder Gimppe liegeutlen Gröüen zu 
berechnen, und die Anzahl der GröJäen auf diese Mittelwerte 
zu beziehen. Da die berechneten Mittelwerte, welche die 
Abszissen der Streuungskurve bestimmen, aber nur ausnahmst 
weise äquidistant werden, ist die Kurve in diesem Falle mittels 
dividierter Diiferenzen auszugleichen. Dadinch wird die Aus- 
gleichung eine sehr umstündliche Arbeit, weil die Anwendung 
dividierter Differenzen bei stark schwankenden Werten die 

') i.cliiiianu , Die korj)prlK-heu Auföi'rmiycu |im fbiticLt'r Zustäude 
2. IVil , S. 270—281. Di« hiur Angegebenen ftetiultate sind BpAter 4von 
Geiger (Neue K(iui|>likatioii^vcr»uche, in Phil. Stud. Bd. 18) bestätigt; er 
scheint aber tiK'itn> l'iit«M>u«'linii'r«'n iiirlit ZU kennen. 

VI A. !i. U. .S, y.-}?— ayö mnl 41b — 4iM>. 
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Bt'iücksiclitiguiig fast ^JämtliVhev Ditfertn/rii liölierer Ord- 
nuiigrn erfordert . (laiiiif sivh keine sinnlosen Hesultate er- 
geben. Man wii*l also dies Verfahren möglichst verineidrn. 
und glücklicherweise zeigt es sich denn auch erfahrungsniaiiig. 
dafi 68, sobald die Kurve ausgeglichen werden miiH. eigentlidi 
ohne Bedeutung ist, ob die Anzahl der Werte in jeder Gruppe 
auf die Mitte der Gruppe oder auf die Mittelwerte derselben 
bezogen wird. Der hierdurch bedingte Unterschied yer> 
schwindet vollständig im Vei^leich mit den weit größeren 
Veränderungen der Aus^deiehung, was sich am besten durch 
ein Beispiel nachweisen Mt 

Bei einer Untfrsucliung der erwälmten Art wnrilea von einer 
VersiuliHju'rsou JjO Hestinimungeu der Zeitversehiebung gemacht. 
Die Autinerksainkeit war willkürlich auf deu Zeiger gerichtet, uud 
die Verschiebung folglich positiv, was jedoch das Vorkommen 
einzelner negatiyen Werte nicht ausschliefst. In Tab. 22 sind 



Tabelle 22. 
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gleich grolse linippeii geordnet. ;mfgufUhrt. Ferner snid lUJtcr M 
die 3Iittelwertc der in jeder (JnipjH' vorkonimeiideii Qr(i(keu, unter 
ff die Ansahl dieser Grüfsen und unter x die Mitte jeder Gruppe 
angegelien. Die Mittelwerte M weichen durcli^äii^ri^'^ -^o winiiji mhi 
X alt. daiV der T'iiterschied die Form dei Sti(Miini;:skurve kaum 
beeinHus&en kann, was aui besten aus Fig. II erhiclitlicii ist. Weuu 
die Wette x als Abszissen, y als Ordinalen abgesetzt werden, erliMlt 
man die durch die punktierten Linien be/eichiiete Verteilung; 
werden dage<5en 3f a!- A?i<>zisNen .Tb^.'e.'^etzt. kommt man ?,u deu mit 
kleineu Zirkeln bezeichneten i'nnkteu. Geht mau vuu den H<[ui- 
distanten Argumenten x aus, so fUhrt die Ausgleichung der Werte 
ff zu den in Tal». -2 unter ((y)) augegebeneu Gröfseu: diese be« 
Htiinmen die vojlgezeiclinete Kurve der Fig. 11. Ks i-it leicht er- 
sichtlich , dal» cj» nur gana geriugfUgige Veränderungen der Form 
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lind der Lage dieser Kun'e hätte herbeiführen kttnnen, wenn man 
voll den nicht Kquidistauten Argtiinciiteu M niisgegangeu würe, und 
dif iladurch crroiclito grJifseic Genauigkeit wUnle eine recht illu- 
sorische sein, da die ausgeglichene Kurve stets nur die walirscliein- 
liche Streuung der Werte geben kann. Mau wird also gewöhulicli 
ohne Nachteil die Httufigkeitasahlen anf die Mitte der Orappen 
beziehen können, selbst wenn die in jeder Gmppe Upende Anaahl 
Werte nur relativ klein ist. 
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Fig. 11. 

25. A»sotiati<msme8S»tiffen. Durch das oben (Kap. 17 S. 72) 
besprochene Erspamisvexfahren wird die Arbeit bestimmt^ die 
erforderlich ist, um » iii<« früher erlernte Reihe zu irgendeinem 
spfiteren Zeitpunkte fehlerfrei zu reproduzieren. Es gibt hIm i 
wenigstens noch drei andere Metho<len, wodurch die Festigkeit 
einer Assoziation zu eiiioni beliebigen npfiteren Zeitpunkte 
untersucht w( rden katui. imd dioj^e Methoden haben \*or dem 
Ersparni^vcriahi en den \ orzug , dali man mittels derselben 
Auf.s€hläs.se über den Zustand der einzelnen Glieder iler 
Assoziation erhält. Den drei Methoden ist es geinenisain, 
daß einzelne Glieder der Reihe als Reize wirken, und diis 
Urteil der Versuchsperson wird in der Form abgegeben, dafi 
das folgende Glied reproduziert bzw. nicht reproduziert wird. 
Wir bezeichnen die drei verschiedenen Verfehren als ,die 
Treffermetbode", „die Methode der Hilfen' und »die Methode 
der Ordnung". 

Die Treffermethode ist von Müller und Pilzecker an* 

gegeben. Vin die Festigkeit einer Assoziation zu prüfen. 

können wir in dor \\'risr vorgehen, dali wii- die betonteu 
."•^ilbfii jeder von dei- X'rrsuclisperson (in trochäi-sciiciii Takte) 
gelesenen Silbenieilie iiacli Verlauf einer bestimmten Zeit, 
z. B, von 21 Stunden, der Versuchsperson in geeigneter 
Reihenfolge vorzeigen (oder mündlich angeben) mit der Auf- 
forderung, zu jeder vorgezeigten Sübe die zugehörige unbetonte 
Silbe, welche ihr in der gelesenen Silbenreihe unmittelbar 
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gefolgt sei . zu nennen'" 0« Auf diese Weise läßt sich tilso 
feststellen, wie viele Silbenpnare iiaeli einer gewissen Zeit 
noch behalten weiden. Aus einem giöiieren Versuchsmaterial 
ist außerdem ersichtlich, wie sich die behaltenen Silbenpaare, 
«die Treffer", Ober die Silbenreihe verteilen, indem man die 
Prozentzahl der Treffer für das erste, zweite, dritte usw. Stlben- 
paar getrennt berechnet. Ein Übelstand ist es hier allerdings, 
daß nur die geraden Silben reproduziert werden, während die 
ungeraden als Heize dienen: es wird also nur die Festigkeit 
der Assoziation je zweier Glieder bestimmt. Diesen Nachteil 
hat man bei der Methode der Hilfen vermieden. 

Die Methode der Hilfen, von Ebbinghaus angegeben, 
bildet gewiasermaßen das Negativ zu der TrefFernirtltnde. 
..Man läßt die Versuchsperson die vorher bis zu emt in ge- 
wissen Grade eingeprägte Reihe re[)roduzieren . hilft ihr an 
den Stellen, wo sie stockt oder Fehler macht, durch sofortiges 
Nennen des richtigen Gliedes ein und z«^t dann die er- 
forderlich gewesenen Hilfen*)." Bei dieser Methode kann 
man die Verteilung der Hilfen für jedes Glied der Reihe 
feststellen; die Methode wird aber nur anwendbar, wenn die 
Prfkfung wenige Minuten nach dem Erlemen unternommen 
wird. Die Reihe kann ja nämlich gar nicht reproduziert 
werden, wenn das Anfangsglied vergessen ist; das erste Glied 
hat also sofoi-t Hilfe nötig, weshalb dasselbe den anderen 
gegenüber besonders ungünstig gestellt i.st. Man würde daher 
kaum zu richtigen Kesnltaten gelangen, wenn man mittels 
dieser Methode z, B. untersuchen wollte, in welcher Onhuing 
die ein/»'lnen Glieder einer Assoziation sich lockern . wenn 
die einni.ii gestiftete Assoziation kürzere oder iängei-e Zeit 
sich selbst überlassen bleibt. Dies kann dagegen sehr leicht 
nach der dritten Methode bestimmt werden. 

Die Methode der Ordnung. Um sämtliche Glieder einer 
erlernten oder wenigstens einigemal gelesenen Reihe sozusagen 
auf gleichen Fufi zu .stellen, kann man sie samt und sonders 
der Versuchsperson in beliebiger Ordnung vorlegen mit der 
Aufforderung, die Glieder 80 ZU ordnen, daß die gelesene 
Reihe hergestellt wird. Die einzelnen Silben können z. B. 
einfach auf Papiersrlinitzel geschrieben sein, die der Versuchs- 
person in einem Haufen vorgelegt werden, und es wird ihre 

>) Müller ti. Pilzecker, Ezperimeiitolle Beitrftge rar Lehre vom 

Gedächtnis T.tii.zig 1900. S. 1—2. 

2) Ebbinghaua: Psychologie. Leipzig im 620. 
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Aufgabe, die Silben zu ordnen. Jedes Glied, das sich an 
seinem rechten Platze befindet, wenn die Ordnung beendigt 
ist, wird dann alB ein Treffer gerechnet Es ist kaum nGtig 
zu bemerken, dafi die Methode unmittelbar darüber AufechluA 
gewfthrt, wo die Tätigkeit der Assoziation am gröüten ist. 
und wo die Lockerung am langsamsten stattfindet. Ein Bei- 
spiel wird die Sache erläutern. 

An sechs aufeinander folgenden Tagen wurden jeden Tag 
vier 1<) silbige Reihen in konstantem Taktr Iiis znr fphler- 
freien lu prodtiktion ^olrscn. Von den vier Heihen wurden 
jedesmal zwei ') Min., dir Iteidin anderen 20 Min. nach dem 
Erh»rnen iiutteljs der ( hdniuigsmethode geprüft; das Resultat 
geht aus der Tab. 23 hervor. In der Heilie ,No." sind die 



Xo. 
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3 4 


5 (i 7 ö 9 j 10 




12 i 13 14 


15, 16 

I 1 


5 Min. 
20 Min. 


83 
75 


100 
75 


92 
42 


92 


Ib 42^50 42 
8S 42 25' 17 1 25 1 17 


42 
17 


öO oS 75 
38150142 


03,75 
58 '83 



Ordnungszahlen der Reihenglieder, in den Reihen ' Min."* 
imd „20 Min,' die nach diesen Intervallen für jedes Glied 
der Reihe gefundene Frozent/.nhl richtiger Fälle angefülut. 
Man ersieht sofort ans der Tahrllc. daß dif Lockernn^ <ler- 
Assoziationrn um tlic Mitte am i;r("»|jt('n ist und M>n hier aus 
gegen beide Kmleii ahuimml: aiiüerdem ninunt liit* I^oi kerung, 
mit wachsendem Intervalle, in der Mitte bedeutend starker zu 
als an den Enden der Reihe. Dies stimmt vollständig mit 
den Untersuchungen Ebbuighaus*, nach welchen die Festigkeit 
einer eben reproduzierbaren Assoziation in der Mittte am 
geringsten ist; folglich wird auch die Lockerung derselben 
hier zuei*st merklich. 

Es ist schon längst expeiinientell dargetan und auch theo- 
retisch leicht erklärlich, dafi mittels des Ei-sparnisverfahrens 
niclit dasselbe gemessen vnrd wie mittels der* Trell'enuethode 
!Hid der Methode der Hilfen'). Die RostiUnto der beiden 
Icl/trren Mt lluxlen sind in weit h«diprem (irade «Invon ab- 
hcuigig, ul> <lic (hirch das Erlernen eri rirtrn zentralen \ orgänge 
noch fortxlauein, oder ob sie schon ahgeklunfffn sind. Die 
Ordnungsmethode nimmt in dieser Reziehmig viiw mittlere 



M Psychodrnamik 8. 29S— 295, 817-619. 
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Stellung ein. Die Resultate derselben sind relativ unabhängig 
von der Fortdauer der zentralen Vorgfinge, was denn auch 
leicht verst&ndlich ist, weil diese Yorgftnge wieder erregt 
werden, indem Sämtliche Rt ilienglieder der Versuchsperson zu 
Gesichte kommen. Konihiniert man diese Methode mit der 
TreflFermethode, was leicht tuniicli ist, wenn die K^^ilie zuerst 
mit R<'/Ji«r auf die Treffer und dnnii auf die (^rdnnnir geprüft 
wird, so findet man. daß die Anzahl der Treffer mit wachsendem 
Zeit Intervalle viel schneller ahininuit als die Anzahl der richtig 
geordneten (dieiler. Anderseits /.eiyt es sich, daü die Anzahl «1er 
richtig geordneten (ilieder diurhans nicht von der Forttlauer 
der zentralen Nachbilder unabhängig Ist. Stört man dieselben, 
ehe die Prüfung stattgefunden hat, z. B. dadurch, dafi eine 
neue Reihe gelernt wird, so geht die Anzahl der richtigen 
FftUe bedeutend herab. In dem oben angeführten Beispiel 
wirden im ganzen nach 5 Min. 65.«) " o. nach 2o Min. 41.7 "^/o 
richtiger Fälle erhalten. Letztere Zahl kam aber bei zwei 
wesentlich verschiedenen Versuchsanordnungen heraus. In der 
Hälfte (\ov Fälle beschäftigte sich die Vei*suchsperson während 
der Zeit zwischen dejn KrlfMnen und der Prüfung aiissrhliofi- 
lich nut anders.irtigen Arbeiten (Zeichnen), die zwar die Auf- 
merksiimkeit voUit; in Anspruch nahmen, aber die Perseveralions- 
t^ndenz drx Ii nii Iii tiirekt zu stören vermocliten. In der 
anderen Hälfte der Versuche win*de außerdem 12 Min. nach 
dem Erlernen der zu prüfenden Reihe eine neue Reihe aus- 
wendig gelernt. Dafi hierdurch eine Störung des zentralen Nach- 
bildes stattfindet, geht daraus hervor, dafi die ungestörten Reihen 
49,0 ^/«t die gestörten dagegen nur 34,5 ^'o richtiger Fälle ei-gaben. 

Selbstvei-ständlich kommt es bei der Anw<ii(lung der 
Ordnungsnietlunle zuweilen vor, dafi zwei Glieder richtig neben- 
einander gestellt . dagegen abei- an einem falschen Platze in 
der Reihe einiresetzt werden. Siilche Ffdle liahe ich oben als 
niclit richtig gerechnet : da sie aber unzweifelhafte „Treffer" sind 
untl folirlich auch von der Festigkeit der A-^soziation zeugen, 
können sie aneh in dieser PeziehuiiLT verwertet wer(h'ii. Da- 
durch ueht die OrdnungSHictliode in eine „Tietlernietliode 
mit gegehenen Reihengliedera" ül>er. Letztere unterscheidet 
sich von der ersteren nur durch die Bereclmungsweise. Wenn 
die Reihe von der Versuchsperson hergestellt Ist, zählt man 
die tatsächlich vorliegenden Treffer ohne Rücksicht auf die 
ihnen angewiesenen Plätze in der Reihe. Unter den beiden 
folgenden Zahlenreihen: 
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^ 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
B 1-2-3 8-9 4-5-6-7 11-12 10 14 13 15-16 
bedeutet A die ursprOngliche. gelernte Reihe, B die von der 
VerHUcbspei'son hergestellte Reihe. Während die beiden 

Reihen nur fünf vollständige ühereinstimmungen. niitliin also 
'M ^ ü richtige Fälle, zeigen, sind dagegen unter den 15 niög- 
liclifii Tretl'ein s oder '>M " o faktisch angegeben. Auf diese 
W eise liereelinet wird die Festigkeit der As«u^ialion wuhr- 
scheiniith elieiiso unabhängig von dem zentnilen Nachbilde 
wie bei der Erspai nismethode bestiuuut ; es liegen indes noch 
keine nSheren ^Untersuchungen hierüber vor. 

C. Die Ausdruckmethoden. 

2(). Messung ihr /t iidaiitr hi.^cht r ] ')r(/(wge. Ihi w ir 
vorläufig auüerstande sind, den ^Viifung und den Ab.sthluij 
eines zentralen Vorganges direkt zu bestinmien, läfit sich die 
Dauer eines solchen Prozesses nur auf die Weise feststellen, 
daft die Zeit vom Anfang der Reize an bis zu dem Moniente, 
wo die Versuchsperson durch eine willkürliche Bewegung die 
Beendigung signalisiert, gemessen wird. Die Zeit wird ge« 
wohnlich in Tau.sendstel Sekunden, durch a bezeichnet, an- 
gegeben. Wie leicht verständlich sind die Messungen mit oft 
erheblichen , teils von physikalischen , teils von psychophysio- 
logischen Ursachen herrührenden Fehlem behaftet und nnlssen 
daher, um die Elimination der Fehler zu ennöglichen , häufig 
wioderhitlt wenlen. Bi.shor war es allgemein ülilirli. ans den 
Kui/eliiiessungen nur den Mittelwert und den durclisciuni ilu lien 
Fehler zu berechnen^ wäluend auf die Streuung der Fehler gar 
keine Rücksicht genommen wurde. Folglich blieb es ganz un- 
entschieden, ob die mittleren Werte Oberhaupt eine Bedeutung 
beanspruchen konnten. Durch die Untersuchungen von 
Alechsieff') und Bergemann*) wurde es in der Tat dargelegt, 
dafi die Verhftltnisse, sogar bei den einfacheren p8ychologi.schen 
Zeitmessungen, so komplizieH sein kOnnen, daß sie durch die 
Mittelwerte der Messungen gar keinen er.schöpfenden Ausdmck 
erhalten. Hie Strcuungskurven der Werte niüssen stets be« 
rücksichtigt werden, weil die Kurveti oft nielnere Maxima 
zeigen, was auf eine Interferenz verscliiedener Ursachen deutet. 

') KcHktionszeiteu bei UurcUgaugt^bcubacUtUDgeu. Pbil. Stud. Bd. 16. 
^ Beaktionen ftof Sclialleindrfteke» nach üer Methode der H&ufigkeits- 
kurven bearbeitet. Wundt: Psych. Stad.. fi. 1. 1905. 
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Die erste Frage wird nun, wie diese Streu luigskun'en am 
richtigsten hei-zustellen sind. 

Im vorhergehenden haben wir mehrmals Streuungskurven 
auf die Weise konstruiert, daß wir die Werte innerhalb be- 
stimmter, fiquidistanter Grenzen au&fthlten und als Ordinaten 
in der Mitte der betreffenden Gruppen absetzten (Kap. 14 
und 24). Indem wir femer von der Voraussi tzung aus- 
gingen) daß die Kurve nur e i n e n Maximumpunkt liaben könne, 
wurde sie so weit ansgegliclien , daü die Bestimmung des 
Dichti^keitsniittels möglich wurde. Willkürlich war bei dem 
ganzen Verfahren nur die W'alil dci- (iröüo «]<•!• Gruppen, die 
jedoch fast immer durch die vorliegenden L nistiinde angezeigt 
war. Weitif u die Gruppen zu klein genonmien, so liegen in 
jeder Gruppe zu wenige Werte, und der Gipfel der Kurve 
tritt nicht deutlich hervor; werden die Gruppen dagegen zu 
groß genommen, so erhftlt man eine gar zu geringe Anzahl 
Ordinatenwerte, um die Kurve bestimmen zu kOnnen. Die 
Wahl der Gruppenlftnge wird daher, wenn eine beschrinkte 
Anzahl Messungen vorliegt, ohne Schwierigkeit durch diese 
Anzahl entschieden. In hetrefP der Zeitmessungen stellt sich 
die Sache gewöhnlich anders. Erstens heanspruchen diese 
Messungen eine so geringe Zeit, daß man fast inuner üher eine 
größere Anzahl EinzeliTiessungen verfügon kann, und zweitens 
darf die Ausgleichung liier nicht immer so weit geffihrt werden, 
daß die Strennngskui x e nur ei nen Maximumpiuikt zeigt, weil 
oft mehrere ausgesprochene Maxinui von unzweifelhafter Be- 
deutung in der rohen Kurve hervortreten. Dadurch wird die 
Wahl der Gruppenlftnge schwierig, denn je größer man die 
Gruppen macht, um so mehr verschwinden alle Unebenheiten 
der Kurve, und es fragt sich also, wie man die zufälligen 
Schwankungen der Kurve beseitigen kann, ohne gleichzeitig 
bedeutungsvolle Gipfel auszugleichen. 

Wie die Größe der Gruppen für die Form der Kurve von 
entscheidender Bedeutung wird, ist am hesten aus einem Bei- 
spiel zu ersehen, das ich der oben zitierten Arbeit Bei t'^enianns 
entlehne*). In Fig. 12 sind als Abszisse die gemessenen Zeiten, 
als Ordinate tlie Häufigkeit der einzehien, gemessenen Werte 
abgesetzt. Die äuturst zackige T.inie, Fig. 1-A, erhält man, 
wenn tlie Gruppenlänge gleich 1 genonmien wird; addiert 
man dagegen die Häuligkeitszablen von je fünf dieser Gruppen^ 



I) A. a. 0. S. 188—18». 
Lehm »na, iiehrbvch d«r p*7shoUgi<clMB Hvthodlk. 8 
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wndnrrh die Gmppenlängo also gleich 5" wird, so resultiert 
die /jeiulich regelmäßige Linie der Fig. 12 B. Z>\i8rhen diesen 
Extremen ninunt die stark gezeicluiete Kurve der Fi|ti. 12A, 
die noch zahlreiche partielle Maxinia und Minima aufweist, 
eine mittlere Stellung ein. Diese Kun'e ist dm-ch Ausgleichung 
der Hftufigkdtszahlen, die 1** Gmppeulänge entsprechen, 
mittels Differenzen erster Ordnung (vgl. Kap. 12 Gleich. 25) 
erschienen. Selhstverstftndlich können auch die Ordinalen der 
Fig. 12 B ausgeglichen werden, wodurch eine noch glattere 
und regelmäßigere Streuungskurre entsteht Man kann mit 




andern Worten durch die Wahl der Gruppenlänge und eine 
st&rkere oder sdiwftchere Ausgleichung der Kurve die partiellen 
Maxinia und Minima nach Belieben bis zum vollständigen 
Verschwinden unterdrücken. Welches Verfahren ist hier das 

richtigste ? 

Die Beantwortung dieser Frage kann nicht sch^-iorig sein. 
Bei jeder T^ntersuchung eines neuen Oeliietrs riiiiß innn ^^ellist- 
verständlich d.nnit ünfrmt^t'n . die Hau])tt:f's('t/.«^ iKu-lizinvcisen, 
was einfach auf die W'v.isr m'>i Inoht. dnü kh'iiuM c AbwtMt hungen 
von einer augenfälligen (ieseizumüigkeit vorläufig ignoriert, 
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als nicht existia«nd betrachtet werden. Ist dann die durch- 
gängige Gültigkeit des Hauptgesetzes dargetan, so kann man 
dazu übergehen , den Ui*sachen und don Gesetzen der Ab- 
woirhiingen nachzuspüren. Es gibt üi)erhaupt keinen anderen 
Weg dos Fortschrittes; ein klassisches Beispiel dieser Art 
bieten uils die Keplerschen Gesetze. Kepler konnte die 
drei Hatiptirasetze der Planetenbewe^in^^pn nur auf die Wt^sc 
feststellen, daß er alle Abweithungen als Beobachtungsfeliler 
betrachtete. Erst nachdem sich die drei Keplerschen Gesetze 
als einfache Folgen des Gravitationgesetzes erwiesen hatten, 
lieft sich eine Berechnung der Abweichungen, der Per- 
tnrbationen, unternehmen. An dem Weberschen Gesetze 
haben wir ein anderes, uns näher liegendes Beispiel. Hätte 
Weber unter Berücksichtigung der Raum- und Zeitlagen seine 
Hessungen mit der Genauigkeit angestellt, die heutzutage ge- 
fordert wird, würde er wahrscheinlich nie das konstante Ver« 
hflltnis der Reize entdeckt liabrn. Sobald Fechner die 
Messungen mit '^rißoror Genauigkeit wI*M]<M)i<)lte . traten die 
Abweichung'Cii hervor, und da«? logarilliiiiisclie Vcn'hältnis 
zwischcTi Kiiipfindun^' und Hoizo als psy<-li()j)hysiscli(^s (inmd- 
gesetz konnte Fedmur nur behaupten, in<leni er von den Ab- 
weichungen als unwesentlichen Perturbationen abstrahierte. 
Die weitere Erklärung dieser Perturbationen durch Hemmung 
und Bahnung der gleichzeitigen und sukzessiven Empfindungen 
wurde aber erst möglich, weil man darauf die Gültigkeit des 
Grundgesetzes als dargetan voraussetzen konnte. 

Wenden wir diese Betrachtungen auf das vorliegende 
Problem an, so ergibt sich die einfache, praktische Hegel, daft 
wir damit anfangen müssen, die Kurven so weit auszugleichen, 
daß nur noch die Hauptgipfel hervortreten. Wie die Aus- 
gleichung dun hiielührt wird, ist an und für sich unwesentlich. 
Man kann sie. wie Aleelisietl' und Rergemann es taten, einfjich 
dm'ch eine passende \\.\h] der ( irni)j>enlänge zu.stande bringen, 
iudeni diese Größe luil Kiukblick auf die vorliegende Anzahl 
der Messungen bestimmt wird. Dann wird es aber auch not- 
wendig, je nach der gewünschten Ausgleichung^ die Gruppen> 
länge zu ändern, übersichtlicher und bequemer ist es daher, 
die Gruppenlänge konstant zu halten und so klein zu wählen, 
daß noch mehrere Maxima und Minima hervortreten; die er- 
forderliehe Ausgleichung wird dann nach Gleich. 25 ausgeführt, 
wodurch die unwesentlichen Maxiina zunirktreten , wäln'end 

nur die Hauptgipfel übrig bleiben. Ist es durch vergleichende 

8* 
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UDtersueluiiipen erst gelimgen, die Bedeutung dieser Haupt- 
punkte festziist ollen, so kann man später eine weniger starke 
Ausgleichung anwenden, iini womrir^lich anrh der Redoiitung 
der partiellen Maxiniu nachzuspüren. Da man alior. wie wir 
sahen, ganz nach Belieben melir oder weniger Maxima lu i vor- 
treten lassen kann, so leuchtet es unmittelbar ein. daii nur 
solche Kwven miteinander verglichen werden dürfen, die un- 
gefähr dieselbe Anzahl Messungen umfassen und gleich stark 
ausgeglichen sind. 

Um die Komplikation der psychischen Voiigftnge mittels 
der Zeitmessungen zu untersuchen, mufi man damit anfangen, 
die „einfache Reaktionszeit", d. h. die Zeit vom Anfang einer 
einfachen Sinnrsreizung bis zur Ausführung der möglichst ein> 
fachen Muskelbewegung, zu bestimmen. Seit den Unter- 
suchungen L. Lan^e«; wissen wir. daß diese einfache Reaktions- 
zeit keine kcmstante (Jrr.f^f i-^t ; sie schwankt vielmehr zwi.Hchen 
zwei Extremen, die die senstinelle luid <lie muskuläre Reaktions- 
zeit genannt werden'). Erstere erhält man, wenn die Auf- 
merksfinikeii ausschließlich aul den zu erwartenden Reiz^ 
letzt^i^ dagegen, wenn die Aufmeiksamkeit auf die Muskel» 
bewegung, die Reaktion, gerichtet ist Wird die Aufmerksam- 
keit dagegen nicht willkürlich in einer bestimmten Richtung 
gelenkt, so erhält man die sogenannten „natürtichen" Reaktionär 
Zeiten, die zwischen der sensorielle als dem oberen und der 
muskulären Reaktionszeit als dem unteren Grenzwerte liegen. 
Diese ursprünglich nur aus den mittleren Werten der Messungen 
festgestellten Resultate sind -|,;iter, in den oben zitierten 
Arbeiten, nach der Methode der iliiufigkeitsknrven näher unter- 
sucht worden. Aus diesen Kf)nt rollarbeiten ;:elit hervor, daß 
den mittleren Werten der Ab ssungen mu- ausnahmsweise eine 
Bedeutung beigelegt werden darf. Rein sensorielle oder rein 
muskuläre Reaktionen sind nämlich erst dami zu ei zielen, 
wenn die Versuchsperson durch Hunderte von Versuchen die 
besondere Reaktionsweise eingeübt hat. Bei geringerer Übung 
treten in den Kurven stets zwei Maxima hervor, welche ehmi 
den Zeiten ent.sprechen , die sich bei größerer Übung als die 
sensonelle und die muskuläre Reaktionszeit erweisen. Hin- 
durch wird die genaue Bestiomiung dieser extremen Zeiten 
mittels der Häufigkeitskurven sehr vereinfacht, indem es gar 



') Nfii«» Exppriinentf ühr r den \'orgrtng dor einfachen Beaktion anf 
äioueiMiiadrücke. Phil. Ötud. Bd. 4, S. 479 u. f. 
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nitht nötig wiid, die beiden Reaktionsweisen vollständig ein- 
zuüben. Bestrebt sich die Versuchsperson in einer VersuchA- 
reihe sensoriell, in einer anderen dagegen muskulär zu reagieren, 
so sind, trotz allen Schwankungen, aus den Maximis der 
H&uligkeitskurven die extremen Reaktionszeiten zu ersehen. 
Auch in den Kurven der natürlichen Reaktionen findet man 
fast immer partielle Maxima bei den extremen Reaktionszeiten 
nebst einem größeren und au-sgedehnteren Maximum zwisrhen 
diesen Grenzwerten. Daß die partiellen Maxiina hier wirkli( Ii 
den extreme!! Reaktionszeiten entsprechen, läßt sich ai)er 
selbstverständlich nur durch eine besondere Unterauchung 
feststellen. 

Aus diesen Tatsachen geht nun zuvörderst hervor, (laü 
alle bisher vorliegenden Bestimmungen zusamuui »gesetzter 
Reaktionen zweifelhaft werden, weil ^e Resultate nur durch 
die Mittelwerte der Messungen gegeben sind. Wir wissen also 
gar nicht, ob irgendeine zusammengesetzte Reaktion wirklich 
eine konstante, einheitliche Reaktionsfonn darstellt, oder ob 
nicht vielmehr eine Interferenz verschiedener Reaktionsweisen 
stattfindet. Die sogenannten Erkennungs-, Unterscheidungs- 
und Wahlzeiten, die man erhält, wenn m.in die einfache 
Reaktionszeit von den Zeiten der zusannnengesetzten Re- 
nktinnen sulttrahiert. würden im letzteren Falle jede Bedeutung 
verlieren, weil sie nicht die Dauer bestimmter psychischer 
Vorgänge ausdrückten, .sondern sich nur aul Mischungen ver« 
schiedenartiger Vorgänge bezögen. Daß es sich ui der Tat so 
verhält, scheint aus einer Untersuchung in dem Nachlasse des 
verstorbenen Dr. Buch hervorzugehen. Dr. Buch, der sich an 
den Durchgangsbeobachtungen Alechsieffi» beteiligt hatte, stellte 
die betreffende Untersuchung im Frühjahr 1902 mit ver- 
st'hiedenen Versuchspersonen an ; hier gebe ich nur die per- 
sönhchen Resultate Dr. Buchs als ein Beispiel wieder. >vie 
derartige vergleichende Untersuchungen ausgeführt werden 
können. 

Zur Zeitmessung diente ein ni]>|isrlirs ( 'inonoskop . das 
mittels eines Kontrolihnminers liäuUg ge])rüft wurde. Die 
Objekte waren teiU farliige Quadrate (rot, gelb, blau) auf 
grauem Hintergrunde, teils Buchstaben {X, Hund V r, mit 
diesen Objekten wurden die folgenden vierzehn Reihen von 
Versuchen ausgeführt. 

1. 50 Messungen der einfachen, natürlichen Reaktionszeit. 
Objekt: rotes Quadrat. 
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2. 50 Hessangen der Unterscbeidungazeit. Die Objekte waren 
ein gelbes und ein blaues Quadrat, mit welchen, dei' Ver- 
suchsperson unwissentlich, unregelmäßig gewechselt waude; 
reagiert wurde stets mit der rechten Hand, wenn die Farbe 

wiedererkannt war. 

3. 50 Mo>siin^'^on der üntei"scheidunirszoit. Die Objekte waren 
die iiuchstalx'ii H und V: ühiipMis ^onnu wie Gruppe 2. 

4. 50 Mei>»uj\,i:('n der \V;ililz('it. Ol»j»'kT»': ltoU e;^ mid blaues 
Quadrat, mit welchen, der Vei-su 1 1 ] leiMm un wissentlich, 
gewechselt wurde. Aul gelb wuide mit der rechten, auf 
blau mit der linken Hand reagiert ; die selten vorkommenden 
falschen Reaktionen sind nicht mitgerechnet. 

5. 50 Messungen der Wablzeit. Objekte waren die Buch- 
staben H und F. Auf JS (dftnisch : hOjre = rechts) wurde 
mit der let hten, auf F (dänisch: venstre « links) mit der 
linken Hand reagiert; übrigens \vie Gruppe 4. 

6. 50 Messungen der Wahlzeit.. Die Objekte waren rotes, 
j^'olbes mid blaues Quadrat in nnregehnäßiger Heüienfol^o. 
Auf treib wurde mit der rechten, auf blau mit der linken 
Hand und auf rot mit beiden Händen reagiert. Die falschen 
Reaktionen ^uid nicht niitgeredmet. 

7. 50 Me.s.sungen der Wahlzeit. Objekte: H, V und X. Auf 
JI wurde mit der rechten, auf Fniit der linken Hand und auf 
Xnut beiden HAnden reagiert; übrigens wie bei Gruppe 0* 

8—14. Wiederholung der sieben Versuchsreihen in um- 
gekehrter Reihenfolge; 50 Messungen jeder Art. 
En liegen also im ganzen 100 Messungen jeder Art vor. 
Um die H&ufigkeitskurven zu konstruiei-en. war es notwendige 
wecken der geringen Anzahl der Einzelbestinimungen die 
Gruppenlänge — 10" zu setzen. Dies genügte übrigens nicht 
hinsichtlich der Versnchsreiben 'i 4 0 und 7 + >^. weil die 
Streuung der Werte hie?- fjue sehr uroIAe war. I 'a sich alier 
kamn ein Unterschied zwisciieii diesen h'eilien naehwei.sen ließ, 
habe ich die Werte aller vier Reihen zusaiiinienuerecbnet, so daü 
die betreffende Kui"ve also 200 Messungen umfaüie. Die aui 
diese Weise erhaltenai Kurven sind in Fig. Id daigestcUt, wo 
die Abszissen Tausendstel Sekunda, die Ordinalen die Anzahl 
der Einzelmessungen in jeder Gruppe sind. Die zackigen 
Linien geben hier die Resultate der unmittelbaren Aufzählung 
an, während die stark gezeichneten Kurven durch einmalige 
Ausgleichung der Werte, nach < bleich. 25, entstanden. Es 
bedeutet übrigens Ii die einfache Reaktionszeit ~ die Versuchs- 
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reihen 1 + 14; Vf die Unterscheidungszeit ffir Fnrl)on — Reihe 

2 + 13; Vi. die Unterscheidungszeit für Buch.st.il)en — Heilie 

3 ^ 12: Wf die Wahlzeit für Farl)en — Reilie 4 -f 11 ; W, die 
^\'ahlzeit für ßiichstaljen — Reihe 5 -f 1<»; die Wahlzeit 
füi- (in i venschiedeue Objekte — die Reihen «» + 7 + 84-9. 

\ cigleichen wir die sechs Kurven, so gehen die folgenden 
interessanten Resultate hervor. Aus der 7^-Kui've ist ei'sicht- 
lieh, daü die große Mehrzahl der Messungen zwischen den 
Grenzen » 235^ und JR< » 285'' liegt Diese beiden Zeiten 
aind wahrscheinlich die muskuläre, bezw. die sensorielle 
Reaktionszeit; ganz entschieden ist dies zwar nicht , weil nicht 
besonders darauf abgezidt wiirde, muskuläre und sensorielle 
Reaktionen zustande zu bringen, für unsere folgenden Be- 
trachtungen ist dies al)er ohne Bedeutinig. Aus den Uf und 
-Kurven ei-sieht man fern(>r. daü dir Mnxinia der aus- 
gegliclienen Kurven genau an (h i nämlichen Stolle liegen: 
Vf-^ 2Hrr' und V,, — 275". l)ie.se Zeiten fallen alsi» eaifneli mit 
der sensoriellen Reaktionszeit, 7/, =^ 28.')", zu.samnien. Hätte man 
dagegen die Mittelwerte der Messungen in Betracht gezogen, so 
wCbrde man zu ganz anderen Resultaten gekommen sein. Für 
die einfache Reaktion findet man als mittleren Wert R,— 254'; 
die Unterscheidung fOr Farben ergibt jR»==27(>^ und für 
Buchstaben JR„ ^ 272". Zieht man die einfache Reaktionszeit 
von dies(»n Größen ab, so findet man also als Untei-scheidung»« 
zeit is bis 22^^. Es ist aber leicht verst&ndlich , daü dies 
Result^d ganz illusorisch ist; Bedeutung würde dieses nur 
haben, wenn <lio <infn<*hf Ronktinnszeit dio Daner einer 
Reaktion olmc L ntersclifiduiig wäre, wn*; tatsiiclilich nirlit der 
Fall ist — der niittlero Wert der M( <siin-;en dir einlachen 
Ht-aktionszeit ist überhaupt keine eindeutige Gröüe. 

Die ausgegUchenen Kurven der AVahlreaktionen haben 
zwei Maxima, deren eines den beiden Kurven gemeinsam ist, 
nftmlich 275". Dies Maximum entspricht also wieder der 
sensoriellen Reaktionszeit^ was mit anderen Worten nur heifM;, 
daß diese Wahlreaktion ein zentraler Reflex ist. Von den 
beiden niclit übereinstimm^den Maximis der beiden Kurven 
ist da.sjenige der H^Kurve am merkwürdigsten; es entspricht 
einer Reaktionszeit von 23.")", also genau der nmskulären 
Reaktionszeit. Dies ist wohl nur so zu deuten, daß die richtige 
Reaktion sieb reflektori.sch auslö.st, ehe der EindriK k v<dl- 
siaiidii: appeiv.ijtierl worden ist. \"on dieser Keaktionsart 
lindet sich ai der Wi-Kun e kaum eine Spm-; das zweite 
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Maximum lio^t hier bei 305°. Ein besonderer Vorgang scheint 
sich also hier zwisrh(Mi die Aiiffnssnng des Reizes und die 
Tnnoivaüon des .Mi!sk(«ls ein/usclmltcn ; wahrscheinlich re- 
j)rodiuieren dif liuciistabeu H bezw. V erst die Worte „höjre" 
(rechts) bezw. ^venstre" (links), und darauf tritt die Reaktion 
ein. Ob diese ErUftrong richtig ist, Ußt sicli nur durch Selbst- 
beobachtung entscheiden ; Dr. Buch hat aber leider keine Be- 
merkung hierfiber gemacht. 

Betrachten wir schließlich die kompliziertere Wahlreaktion, 
T^, wo auf drei verschiedene Reize verschieden reagicd wird, 
so zeigt sich dieselbe äußerst venvickelt. Es finden sich An- 
(Icntnngen von Maximis bei 27ö" und 3<)'>", welche Zeiten also 
mit den schon hetrnrhteten übereinstimmen. Das Hnnpt- 
niaximum liogt alx-r hei 37r>". und aulienlcin kninnien zwei 
nicht iiiifrhebliclic Maxima bei H.'iO" resp. J'iö vor. JMo Ik- 
deutung dieser vei-schiedenen Zeiten ist noch vollständig un- 
bekannt. So viel geht jedenfalls aus dem hier betrachteten 
Beispiele hervor, daft eine Durchforschung des ganzen Gebietes 
nach der Methode der Häufigkeitskurven dringend erforder- 
lich ist. 

27. EnerffictHessunffen, Als Energieniessungen bezeichne 
ich alle diejenigen Bestimmungen, welche be/wei Ken, mittels 
der Hemmung, die von verschiedenen zentralen Vorgängen 
auf cinp bestimmto Tätiirkcit ansp-rfibt wird, ein rdatives 
Mai"? <li('S( r N'orgän.uc a))zuleiU'u. Es liegen bisher iiui- <h-(ji 
Unt« 1 -iK luiiiyeii dieser Art vor'), und die Methode i.st fol^-lich 
so wenig (hircligeai'beitet, daü sehr viele ihre Anwendung 
betreffende Fragen noch gar keine Beantwortung finden können. 
Anderseits ist diese Methode aber, vorläufig wenigstens, die 
einzige, die uns über die quantitativen Verhältnisse kompli- 
zierter psychophysiologischer Vorgänge Aufschlösse zu geben 
veimag, und es kann daher keinem Zweifel unterliegen, daft 
sie künftig eine bedeutende Rolle bei psychologischen Unter- 
suchungen spielen wii'd. Wir gehen deshalb etwas näher auf 
die theoretische Begi'ündung und die praktische Anwendung 
dieser Methode ein. 

Wie konipli/.iert dio zentralen Vorgiinnc auch .-jein mögen, 
befolgen sie doch jedenialls die allgemeuieii Energiegesetze. 
Psychophysiologische Vorgänge können, wie alle anderen 

') R. Vogt, IHier Abli iikl^iikrit uudrTewöhnuntr^fäliiuk« it. Kiaopoliu, 
Psych. Arb. III S. 62 U. f. L e hui au u , Körperliche Äufseruugou psychischer 
Zustünde, U 197—837. Elemente der PsTchodynamik» & 339—951. 



Digitized by Google 



— 122 - 



Tätigkeit eil , nur aul Kosten anderer Liic rgieformen — im 
vorliegenden Falle auf Kosten der ehemischen Energie des 
Gehirns — zustande kommen. Hieraus folgte daß zwei gleich- 
zeitige Prozesse, die durch Transfonnation einer gegebenen 
Energiemenge entstehen, sich gegenseitig hemmen mfissen. 
Es s( ien l'p der Bruchteil der elisponiblen Energie , der von 
deui Vorgange J verlnaucht wird, wenn dieser allein statt- 
findet, und \ 'q der Bruchteil, welcher vom Voi*gango B unter 
dersrlhon Ro(lin{j:ung verhrauclit wird. Verlaufen die i»ei<lrn 
VorL'rtnLTc gleichzeitig, so reduzieren sich die transfoiiuierten 
Energiemengen auf 1/P reap. l.Q, wo: 

1 1 1 

^ . . . . (Gleich, 46 a) und (Gleich. 4Ö b) 

f 1 
oder mit Worten : die relative Verminderung der bei jedem 
Vorgang transformierten Energiemenge ist gleich dem Bruch- 
teile der Energie, der tats&chLich zur anderen, gleichzeitigoi 
Ai-beit verbraucht wird. Eliminiert man aus den beiden 
Gleichungen z. B. bP, so erhftlt man: 

V — 

PS 

Setzt man hier l.j;=0, so wird VQ^Vq, Wenn also nur 
die wfthrend des Vorganges A transformierte Energiemenge 

IZ/i recht klein ist, wird die relative Verminderung ^ dieser 

Arbeit, Gleich. 4(;a zufolge ein Maü der anderen, gleich- 
zeitigen Tätigkeit, B. £s dreht sich also nur darum, auf 
irgendeine Weise das Verh&ltni» der Größen \tp mid i/P zu 

beätimmen. 

ni»' iiri Zentralorganc transforniit rtrii Knergiemengcn, ^ p 
und 1 1\ künneu wir selbstverständlich nicht messen: tlic Inev- 
durch g<'!eisteten iiuüeren Arbeiten, J, resp. J,, sind abt r «Ur 
Messung zugänglich mid können fast immer, dem Gcset/e ilcr 
konstanten Proportionen zufolge, den transformierten zentralen 
Energiemengen proportional gesetzt werden. Das VerhAltnis 
zwischen 1/P und Vp ist folglich gleich ÄJA,\ Gleich. 4Öa 
kann somit auf folgende Form gebracht werden: 

"^'^'^li (Gleich. 47). 
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Um mittels der Honiimmsr «lie Größe verschiedener Tätigkeiten, 
. B.2 usw., zu n.esseii , wühlt man an» besten, der obigen 
Betrachtung zufolge, zum reagierenden, gehenuiiteii Vorgang A 
eine leichte Ai'bcit, die ihrerseits die iiiüglichsl geringe 
Henunung auf B ausübt. Welche Arbeit hier gew&hlt wird, 
ist an und für sich gleichgOltigf weil wir überhaupt nur relative 
Maße erhalten. Soll die Herabsetzung aber wirklich &n 
Maß der verschiedenen Tätigkeiten B sein, so ist darauf zu 
achten, daß es faktisch stets derselbe Vorgang A ist, der 
durch die Heinniung beeintluüt wird. In dieser Beziehung 
kann man sich sehr leicht täuschen; es koniiiit h&ufig vor, 
daü z. B. auditiv-motorisch ausgeführte Ai'beiten, solange 
sie ungehenunt bleiben, ins visuelle Gebiet vrrlogt worden, 
wenn eine andere au<Htiv-niotorische Tätigkeit sie stOil — und 
folglich sind es uar nicht mehr die nämliclitn Vorgänge. 
Auch die heninieiidtn Tätigkeiten B dürfen nur intensiv ver- 
schieden sein, wenn sie durch die Herabsetzung der reagierenden 
Arbeit gemessen werden sollen. Der Heinmungstheorie zufolge 
wird die Henunung zweier Vorgänge nämlich um so kleiner, 
je weniger die Henunungsgebiete sich decken*). Da aber 
verschiedenartige zentrale VoEgänge zweifelsohne audi ver- 
schiedene Zentren in Anspruch nehmen, verändert sich also 
mit der Art des Vorganges auch das Hennnungsgebiet, und 
die für verschiedene Vorgänge gefundenen Werte IIQ sind 
folglich nicht ausschließlich von der Gröüe der trnnsforinierten 
Energiemeii^t' ahliängig. Was wir hier aus ihi- Tlieorie 
folgern, wird, wie im folgenden zu ersehen, durch die Er- 
hihnmg bestätigt : die relitive Verminderung der reagierenden 
Tätigkeit kann nur dann als ein relatives ^laü der hemmeudeu 
Vorgänge angesehen werden, wenn erstere konstant und die 
letzteren nur intensiv verschieden sind. 

Durch Übung, dui-ch häufige Wiederholung derselben 
Arbeit, wird diese immer leichter, mit geringerer Mühe und, 
aller Wahrscheinlichkeit nach, daher auch mit geringerem 
Energieaufwand ausgeführt, indem die arbeitenden Neuronen 
sich dieser speziellen Arbeit anp.^ssen. Knmnit aber eine be- 
stinnnte Tätigkeit B durch I bimg mit abnehmendem Auf- 
wand von Energie zustande, so wird sie eine konstante Arbeit 
A auch nur weniger heuur.en. Wir dürfen also erwarten, 
daü die iiäulige Wiederholung derartiger Messungen füi* kon- 
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.staute Tätigkeiten abiicliiiuMKle Werte IIQ eruelien werden ; 
dies ))e.stätigt denn auch die Erfalu-ung, wie wir sogieich sehen 
werden. 

Die Bereelmung der Werte l!Q erfordert nicht mii- die 
Bestiminung der während der Störung tatsächlich ausgeführten 
Arbeit, Ar^ die keine Schwierigkeit bereiten kann, sondern 
auch die Bestimmung deijenigen Arbeitsmenge, A,f die ohne 
gleichzeitige Störung geleistet w^en könnte. Um letztere 
Größe zu hestimmen, ist besondei's auszumessm . wie die 
reagierende Arbeit wegen der Ertnüdung mit der Zeit ab- 
nimmt. Nehmen Avir nändich an. daü wir nn einem Tage die 
Leistung ohne Hennnnn^-sfirlH it . A^, am folgenden Tage die 
Lei'^tnncj mit Lrh'icli/citiiif'r I Icnniinngsarbeit, Ar, und die 
Hcralisct/.unu als die I »itVerenz dieser beiden Großen hestiimnten, 
so winden wir wahi Ni Ix inlieh ein ganz falsches Hcsultat finden. 
Die Disposition schwanivl nämlich von Tag zu Tage, und nichts 
verbüigt uns, daß die Versuchspereon heute unter denselben 
Umständen genau dieselbe Arbeitsmenge wie gestern leisten 
kann. Folglich muß die Disposition bekannt sein. Fängt man 
aber damit an, die Größe der Leistung in einer bestimmten 
Zeit ohne gleichzeitige Heinmungsarbeit zu messen, so ermüdet 
schon dadurch die Versuchsperson ein wenig und wird in der 
folgenden ebenso lange Zeit nicht dieselbe Arl»eit lit fem 
können. Man nmü folglicli durch besondere Versuche die 
geleistete Menire der reagierenden Arbeit als Funktion der 
Zeit hestinnncn. W'wd /.. H. eine »Stnnde trearheitet, so kann 
man das Verhältnis /wischen den Leistungen der zweiten und 
der ersten halben Stniide feststellen; es sei dies \'eiliältnis b. 
Wird nun an anderen Tagen in der ci*stcn halben Stunde olme 
Hemmungsarbeit, in der zweiten halben Stunde mit Hemmungs- 
arbeit gearbeitet, so ist A, einfach durch letztere Leistung 
bestimmt, während At als das Produkt aus h und der 
Leistung der ersten halben Stunde berechnet werden kann. 
Diese Methode zur Bestimmung der „Ärbeitskurve" ist zwar 
nicht sehr genau, wird aber in den meisten Fällen genügen. 
Eine erheblich größere Genauigkeit ist aber leicht durch ein 
Iv-onderes Interpolationsverfahren zu erzielen, wie wir später 
durch ein Beispiel nachweisen werdon. 

In der auf dit srin Gebiete einseiilägigeii Arbeit K. Vogts 
findet .sieh eine Fnllc von Untei-suchnntren. welche die obigen, 
aus der Theorie ahgclcitelen Sätze hc^iatigen. Vogt hat die 
gegenseitige Beeinflussung sehr verschiedener, reagierender 
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und hemmender Arlxit^Mi untcrsnrht: nus dio^pin großen 
Material ziehe ich voi l ii liir ein einzelnes Jicispiel hervor. Die 
reagierende Arbeit war Inci die A<Ulition tortlniifonder Zahlen- 
reihen. Ohne Niedcix-hrcilx'n der Suiiinicnzalilcii worden 
reihenweise einstellige Ziddcn \hh zu lOO addiert, und niit der 
Endziffer der letzten Suninienzalil wurde dann eine neue Reihe 
angefangen. Als hemmende oder störende Arbeiten wurden 
verschiedene untersucht; wir betrachten hier nm* deren zwei, 
fQr welche die ausführlichsten Versuchsreihen vorliegen. In 
einer Reihe wurde auf Metronom!schläge (10 in der Minute) 
reagiert, üidem bei jedem Schlage «in Punkt in der zu 
addierenden Zahlenreihe gesetzt wurde: die it- Arbeit. In 
einer nndoren Reihe wurde außerdem bei jedem vierten 
Metrononischla^? ein Kreuz gesetzt; diese Arbeit war also 
bedeutend kornpli/ierter. indem eine GediU htnisleistung liinzu- 
kam: die i^-f G-Arbeit. JJie GrOlie der geleinteten reagierenden 
Al lheit wurde durch die Anzahl der in einer halben Stunde 
aUftgelQhrten Additionen gemessen. Die tatsäcldich, während 
der Störung ausgeführte Arbeit kann einfech aufgezählt werden ; 
die Arbeit, die ohne Störung ausgeführt werden könnte, wurde 
als 0,92 der in der ersten halben Stunde geleisteten Arbeit 
berechnet, was durch besondere Versuche festgestellt war. 
Nach Gleich. 47 können somit die Werte IIQ leicht berechnet 
werden; die an verschiedenen Tagen gefundenen Resultate') 
sind in Tab. 24 in Nummerordnung angefahrt: 

Tabelle 24. 

R: 0,245 0,200 0,150 0,158 0,107 0,100 0,127 
Jt-^G: 0,370 0,311 0,264 0,344 0,2ti3 0,275 

Aus diesen Zahlen geht erstens hervor, daß die schvrieiigere 
Arbeit It-j-G eine größere Herabsetzung der reagierenden 
Arbeit hrrbeifjcfuhrt hat als die leichtere B. Zweitens ist 
ersiehtlieh. ilaü die Wei'te als Konstanten angesehen werden 
dfii'leii. weil die Seliwankuii^en nicht jürroßer sind, als sie bei 
derart ijL^en seliwierigen Untersuciiungeu zu erwarten waren. 
Schließlich zeigen die Werte jeder Reilie bei wachsender 
Übung eine abnehmende Tendenz. Die Erfahrung bestätigt 
also an diesen Punkten die Konseqnenzen der Theorie. Außer 

') A. a. 0. S, 102. Tab. XVIII. Vo^t -iht iii.-lit .Ii*- ivhitivr Wr- 
minderuQg, somlerii dsis proiseutigu Verhältni.i z der wäliremt <ier 8iüruug 
geleiiteten Arbeit A9 zn dem ohne StSrong zu erwartenden Werte Ag an; 
algO M'^XOO Ar !A%. Aua (.l\e»cn ProzeutzahUni {>rhült man die oben an- 
gegebeneu Werte 1/^, indem l'Q^l — gnW; vgl. Gleich. 47. 
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der fortlaufenden Addition hat Vogt noch viel andere reagierende 
Arbeiten honiitzt : (Wo Addition je zweier einstelliirpr Zalilen 
mit Niedenschreilx'ii des Kesnltates. das Auswendiglernen 
zwAlf<»telliger Zahlen oder zwolftrlif'driger Sillienreilien. Als 
henuaende Arbeiten kamen ebeiitalls vei-schiedene zur An- 
wendung, besondei-s, nuüer den sehon besprochenen, das 
Hersagen eines auswendig gelernten Gedichtes. Die Unter« 
suchung der gegenseitigen Beeinflussung dieser Terschiedenen 
Tfttigkeiten hat viele sowohl in praktischer als theoretischer 
Beziehung interessante Resultate ergeben. Quantitative Ge- 
setze lassen sich aber kaum aus diesem Material ableiten, weil 
die Resultate nicht direkt vergleichbar sind, indem die 
reagierenden Arbeiten nicht ausschlieHlich quantitativ von den 
Störungsarbeiten beeinflußt werden. Ein paar Beispiele werden 
die Sache erläutern. Die fortlaufende Addition wurde durch 
djis Hersagen eines (Tedichtes so gehemmt, daü im Mittel 
1/(J> ~ (i.iiol gefunden \%'ui*de: es wurden also während der 
Störung nur 40 " o der ohne Störung geleisteten Arbeit aus- 
geführt. Auf die Addition je zweier Zahlen mit Nieder- 
schreiben des Resultates hatte das Hei^ageu eines Gedichtes 
dagegen den Einfluß, daß l/Q — — 0/)14 gefunden wurde; mit 
anderen Worten: die Arbeit wurde eher gefördert als ge- 
hemmt. Die Erklärung ist ganz einfach. Die Addition wird 
von der betreffenden Versuchsperson unter gewöhnlichen Um- 
ständen auditiv-motorisch, mittels der Sprechklangbüder, aus- 
gefiihrt. Das leise Hersagen eines Gediclites ninunt aber die- 
selben Zr ntren in Anspruch und stöi t dadnrcli die ans/u- 
führende Addition so sehr, daü sie gar nicht znstnnde konnnen 
kann. Die Addition wurde daher, was sich (hnch Sclbst- 
)>eobachtung lei< ht konstatieren ließ, visuell aasgefühil : die 
fortlaufende A«lt]ition komile aber auf diese ungewölmliche 
Wase nur mit Mühe ausgeführt werden, weil die pai-tiellen 
Resultate sich nicht visuell festhalten ließen. Das Addiere 
zweier einstelliger Zahlen mit sofortigem Niederschreiben des 
Resultates konnte dagegen visuell so leicht vonstatten gehen, 
daß es durch gleichzeitiges Hersagen gar nicht gestört wurde. 

Das Auswendiglernen von Zahlenreihen wurde anch von 
der betreffenden Versuchsperson unter normalen Verhältnissen 
auditiv-motorisch ausgeführt und folglich durch das Hersagen 
eines (Gedichtes so stark i^eliennnt. daü es nur visuell zustande 
kommen konnte: es war dann ] (^f ^- 0,7-^7. Die tnihrr he- 
sprochene Henuuungsarbcit li+ü störte dagegen viel weiugcr 



Digitized by Google 



— 127 — 



das Zahlonlomen, indem \ — O.'OS fjofimrlon wiirdo. ohsrhon 
die Arbeit ]i-\'G eine koni})lizif'rtere Leistung als Hn«^ fast 
mechanische Hfr^airen oiiu s (ledichtes war. Aus tlas« ri ver- 
schiedonen Tatsachen geht liervor. (Inß rinantitativc Wo- 
Stimmungen nach dieser Methode iiui ilann ein Maü der 
psychischen Tätigkeiten geben können, wenn der reagierende 
Vorgang stets, ohne Bflcksicht auf die gleichzeitige Heimnongs- 
arbeit, konstanter Art ist, in demselben Zentrum verläuft. Um 
die verschiedenen interessanten Fragen, die Vogt erhoben hat, 
sicher beantworten zu kOnnen, wird es daher unzweifelhaft 
notwwdig, zur reagierenden Arbeit einen solchen zentralen 
Vorgang zu w&hlen, der sich nicht, willkürlich odor iinwill' 
kflrlich, in ein anderes Zentrum verschieben läßt. Aus diesem 
Grunde habe ich r*« vorjüre/ofron , zur reagierenden Arbeit die 
wilikkürliche Muskelliewr'^riiug zu wählen, weil die motorischen 
Zentren der Fingerbewegungen iintci- iii>rmalen Umständen 
wohl nie von den eigentlichen psychischen Tätigkeiten in An- 
spruch genonunen werden. 

Am besten eignet sich für derartige Untersuchungen ein 
Federergograph, der bei richtig gewähltem Tempo unendliche 
Eigogramme liefert» Das Tempo darf weder zu schnell sein, 
um nicht unnOtig zu ermüden, noch zu langsam, weil dann die 
auszuführende psychische Arbeit gröfttenteils in den leeren 
Intervallen geleistet wird; 40 Hebungen pro Minute werden 
f;^st von allen V'ei*suchspersoncn als ein passendes Tempo be- 
funden. Da ein Ergogranun eine kontinuicrte , gesetzmäßig 
variierende Kurve darstellt , h'iljt sich die Arbeit -1». die ohne 
flemnumg geliefert sein könnte, leicht berechnen , wenn uuin 
nur vor und nacli der Störung eine gewisse Anzahl, z. B. 
Hebungen ohne Störung ausführt. Die Arbeitskm-ve ist da- 
durch vollständig bestimmt und kann exakt berechnet werden. 
Ich gel>e hier die Methode an einem Beispiele an. 

Flg. 14 stellt ein Ergogramm dar, das beim Auswendiglenieii 

einer Heihe von zehn sinnlosen Silben erschien. Die Hebungen 
sind im Takte 40 pro Min. ansjrefllhrt : hei jpripr Hebung wurden 
zwei Silben gelesen, und nach zehn Wiederholungen war die Iteihe 
erlernt , worauf sie in demselben Takte hergesagt wnrde. Es sind 
also im ganzen hh Hebungen, die von der Stttrun<;s.arbeit beeinflnfst 
wurden; vor nnd nach dieser Arbeit wurden je 2r» Hohnnpjen nns- 
gefulu-t. Um den wahrscheinUcUou Verlauf de» ungestörten Krgo- 
grammfl su berechnen, kann man folgenderraafsen yerfahren. Die 
Mittelwerte aus je fllnf Hebungen werden berechnet; in der Tab. 25 
sin<1 si»' in der Kolumne ij angegeben. Denkt mnn sich diese 
Mittelwerte in der Mitte jeder Gruppe abgesetzt, so entsprechen 
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sie also als Ordinateu den Abszissen 3^ 8^ 13 usw., die in Tab. 25 
unter x angeftlbrt sind : D. x sind die Differenzen dieser Abszissen. 
D 1 die durcb die Ordinatenwertc y bestimmte Kurve keine v(dl- 
stHudig glatte ist, kann man die //-Werte auf gewöbnliche Weise 




Fig. Ii. 

ausgleichen , wobei am bequemsten die Werte vor und nach der 

Störung getrennt behandelt werden; die einmal ausgeglichenen 

Werte sind unter (y) angeführt. Das unbekannte mittlere Stück 

Tabelle 2iL 



X in.x ;/ (I/) <rn 



a 


5 




ms 






2& 


44.4 

425 


29.2 


0,.343 


8 


5 


MJ 


56.6 
&2J 






\& 


20,0 


o,5:w 


lü 


53,0 






88 


40.4 


17.0 


0,579 


l& 


5 


49.6 


4M 


— 0.600 

— 0.368 

— 0,:i40 




4a 


88.3 


20.2 


0,473 


2ä 


55 
ij 
5 


46,6 


46,:J 


0,0039 


i& 


86.4 


16.4 


0,549 


2ä 


26.4 


2üxl 


0,0005 


53 


14.6 


0,576 


m 


24,H 


24,4 


5fi 


82,6 




0.504 




5 


23,0 


223 






63 


30,8 


15.8 


0,487 


SA 


5 


22.8 






6Ü 


29.1 


14.6 


0.498 


m 




20.2 


21.2 






lA 


27,2 


IM 


0,470 



der Kurve iHlst sich jetzt interpolieren, zu welchem Zweck die 
dividierten Differenzen berechnet werden • müssen : schon wird 
aber hier so klein, dafs sie keine Bedeutung erhült. Gleich. IQ 
zufolge ist also der unbekannte Teil der Kurve mittels folgender 
Gleicliung zu berechnen : I 
y = ÜiJi — (X — 23) • 0,868 + (x — 23J • (x — 78) • 0.0005. ' 
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Setzt man liifr umh und nach a* — 28, 33, 38 usw., so criialt 
mau die eutsprecheuUeu Werte |f, die ia Tab. 25 unter auf- 

SelÜhrt sind. In der Fig. 14 f^A die dadnrch bestimmten Punkte 
nreli kleine Zirkel markiert; diese Punkte nebgt den Endpnnkteu 
dor Ordinateii ff/) bestimmoii die oingezeiclmeto Kurve. Um 1 
zu berechnen , brautlit man nur noch <\\c. während der Storunj^ 
ausgeführten Arbeiten zu metiseu; die mittleren Werte von je tUiit 
Hebungen finden Bich in Tab. 25 unter A^. Nach Gleich. 47 iUfst 
8ich dann scUiefslich ItQ berechnen. 

Die hier dargelegte Methode l&lkt sich selbetverständlich 
auf alle anderen Arbeiten übertragen, wenn nur vor und nach 

der Hemmungsarbeit genügend lange Zeit ohne Störung ge- 
arbeitet und dafür Sorge getragen wird, daA die in bestimmten 
kleineren Zeitstrecken geleisteten Arbeitsmengen berechnet 
werden können. Die Methode hat vor tler früher l)e.sprochenen, 
von Yoixt angewandten , mehrere Vorzüge. Erstens braucht 
man nicht dnreb Insondere Versuche den wahrscheinlichen 
Verlauf der ArlmL^kurve zu bestimmen; folglich wird Zeit 
erspart. Zweitens iat die Methode genauer, weil die .«Vibeits- 
liurve ULLI verschiedenen Tagen durchaus nicht die nämliche 
Form zu haben braucht; die Yogt^che Methode kann daher 
nur ziemlich rohe, durchschnittliche Werte liefern. Drittens 
wird das Yersuchsmaterial Ökonomischer ausgenutzt, indem der 
Wert 1/^ nicht nur summarisch, sondern auch fOr kleinere 



Tabelle 26, 



Zeit 


M + G • IBIV 




9 


(y) 


1 A, 


1 

9 


y 


(y) 




1 
« 


1 


427 










452 








2 


405 




407 






444 


434 






8 


389 




388 






397 


411 






4 






378 






405 


400 






5 


369 




371 






390 


885 






6 


377 










353 








7 


848 






855 


0,301 


264 




377 


0300 


8 


271 






350 


0,226 


308 




372 


0,172 


9 


2HS 






Mb 


0,310 


295 




370 


0,203 


10 


281 




> A, 


341 


0.32J 


21H 




367 


0,25« 


11 


- 249 






337 


0,261 


270 




365 


0.260 


12 


255 






333 


0.234 


259 




362 


0,285 


13 


344 










387 






14 


321 




m 






345 1 


359 






15 


815 










980 






• 
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Fraktionen der Arbeit berechnet werden kann . wodnrch die 
Genauigkeit der Messungen sich bestirmiieü laijt. Da Vogt für 
seine Hauptversuche das zu einer solchen Berechnung notige 
Material angegeben hat, werde ich die Sache hier durch einige 
Beispiele erlftutem. 

In Tab. 26 siud die Iie»ulUite zweier VorHucliHreihen VogU 
angegeben *). Beagierende Arbeit war hier die fortlaufende Addition, 

als Störung diente die Arbeit R-\-G. 
Es wurde zuerst eine halbe Stunde 
ohne Störung, dann eine halbe Stunde 
mit Störung, und ecliliefiilich noeb eine 
Viertelstunde ohne Störung gewbeitet. 
In (!«^r ersten Kolumne ist die Zeit an- 
getUhrt , als deren £inlieit 5 Min. ge- 
noninien »ind, nnd nnter f die in jeder 
Versuchsreihe pro 5 Min. geleistete 
Arbeit. Die Werte , die in der Zeit 
7 — 12 erhalten wurden, siud die wäh- 
rend der Störung geleisteten Arbeiten, 
also Ät, Die ohne Störung erhaltenen 
"Werte schwanken recht bederitend. was 
am besten aus der Fig. 15 ersichtlich 
ist, wo die Werte der Versuchs- 
reihe vom 18./V. durch Kreuse, die- 
jenigen der Keilie vom 20./V. durch 
Zirkel lie/eicliiiet sind. Wegen dieser 
grolseu Uiiregelmärsigkeit sind die 
Werte naeh Gleich. 25 einmal aus- 
geglichen ; die Kcsultate sind unter ijf) 
angefitlirt. Da wir am Ende der Reihen 
zu wenige Werte haben, um den 
fehlenden Teil jeder Kurve xu berechnen, siud die Kurven durch die 
Endpunkte der Ordinaten [y) hindurch gezeichnet, eine Methode, die 
liinsicliilii li der Geimuii^keit nicht viel hinter der Herechnung znrtlrk- 
steht. Werden die Kurven in gröfserem Mafsstabe auf quadrierte» l'apier 
gezeichnet, so sind die den Abszissen 7 — 12 entsprechenden Ordinaten 
leicht abssuleaen ; diese Werte sind nuter Ät angegeben. Gleich. 47 
zufolge kann dann 1^ berechnet worden. Als Mittel ergibt sich 
filr die erste Versuchsreihe l'Q=0,27tj mit dem durchschnittlichen 
Fohler ±0,035 (Vogt findet 1/Q = 0,:5U), und fUr die zweite 
1/^ = 0,246 ± 0,039 (Vogt hat 0,264). Wir gewinnen also 

erstens auf diesem Wege ein Mafs der Genauigkeit, und zweitens 
sind die Werte IQ unzweifelhaft genauer, nls die von Vop't be- 
rechneten. Die Fig. 15 zeigt nämlich, dafs die Arbeitskurveu der 
verschiedenen Tage durchaus nicht dieselbe Form haben, und folglich 
kann Aa nicht als ein konstanter Bruchteil der Arbeit der ersten 
halben Stunde bestimmt werdm. 

— «■ 

') A. a. O. S. 92, Tab. XL 
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Die Encngieineüsimgen, die sich mit derselben Genauigkeit 
wie die sogeuaiiuten psychophysischen Messungen ausführen 
lassen, und die uns einen tiefen Einblick in die quantitativen 
Verhältnisse der kompUziertereu psychischen Vorgänge ge- 
wftbren, verdienen zwedfelaohne eine weit grOAere Beachtung, 
als ihnen bisher zuteil geworden ist. 
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